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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem estritamente tedrica da andlise de sistemas
nao lineares. Estudos de casos de algumas caracteristicas destes sistemas encontrados em
sistemas reais, tais como, histerese, zona morta e saturacao, sao simulados e discussoes
pertinentes ao tema sao apresentadas. Por fim, algumas aplicacoes destes sistemas sao
correlacionas as disciplinas estudas durante o curso de Engenharia Elétrica da UFV.



Abstract

This work presents an approach strictly theoretical of analysis of nonlinear systems.
Some case studies of the features of these systems found in real systems are simulated,
such as hysteresis, dead zone and saturation. In the sequel, discussions relevant to the
theme are presented. Finally, some applications of these systems are correlated with the
subjects studied during the course of Electrical Engineering at UFV.
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1 Introducao

Segundo a literatura, sistemas lineares sao conhecidos como aqueles que respeitam o
teorema da superposicao, isto é, os efeitos de multiplas entradas pode ser analisado pela
soma destes efeitos individualmente. Ou ainda, a resposta ponderada de um sistema T a

duas entradas u; e us pode ser tratada por

Tlayuy(t) + agua(t)] = a1 T[uy ()] + a2 T [ua(t)]. (1.1)

Sistemas que nao seguem a esta regra sao ditos nao lineares. Isto porque em sua
composi¢ao, algum componente ou subsistema apresenta alguma caracteristica nao linear,

tais como, atrito de Coulomb, saturacao, zona-morta, folga, histerese, dentre outras [2].

Os sistemas fisicos encontrados na natureza sao intrinsicamente nao lineares. En-
tretanto, se estas nao linearidades sao suaves em um sistema cuja faixa de operacao é
pequena a ponto de atingir esta tais zona nao lineares, um modelo linear aproximado
pode ser feito para representa-lo e técnicas classicas de andlises de sistema e de projeto

de controladores podem ser aplicadas [3].

De forma similar aos sistemas lineares, os sistemas nao lineares apresentam um dado
comportamento de saida mediante um sinal de excitacao na entrada. Porém, métodos
convencionais lineares de predi¢ao do comportamento da saida nao podem ser aplicados
a este sistemas, pois 0s seus parametros intrinsecos e zonas de funcionamento influenciam
diretamente na sua resposta. Neste contexto, torna-se imprescindivel a aplicacao de mé-
todos de analise a classes restritas de nao-linearidades, as quais se estendem aos métodos

classicos quando tais efeitos nao sao considerados [4].

Comumente, sistemas nao lineares sao abordados através de seus modelos lineariza-
dos, em outras palavras, sao sistemas cujo funcionamento ¢é realizado na vizinhanca de
um ponto de operagao previamente conhecido. Contudo, o desempenho destes sistemas
depende diretamente de sua dinamica, uma vez que fora das condicoes especificadas, tanto

a estabilidade quando a fidelidade nao é garantida [5].
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Em um sistema fisico (ou matematico), as nao-linearidades podem ser classificadas
como inerentes ou intencionais. A primeira delas existe naturalmente nos sistemas e sao
causadas por efeitos indesejaveis, os quais devem ser compensados, tais como, saturacgao,
zona-morta, histerese, folga, atrito estatico, atrito de Coulomb, mola nao-linear, compres-
sibilidade de um fluido, deste outros. Por outro lado, aquelas intencionais sao introduzidas
em um sistema para melhorar seu desempenho ou simplificar sua construcao, como, por

exemplo, a operacao de um sistema por relés.

Assim sendo, para prever o comportamento de sistemas sujeitos a nao linearidades,
métodos de andlise especificos devem ser considerados na analise de estabilidade e controle,

visando evitar situagoes de instabilidade ou de oscilagao permanente (ciclos-limite) [5].

Embora trabalhar com sistemas nao lineares seja uma tarefa dispendiosa, existem
intimeras razoes para seu estudo, sendo a principal delas, a melhoria no desempenho
de controladores contemplando descontinuidades e saturacao. Exemplos corriqueiros sao
controle de temperatura através de saltos de bancos de resisténcias e controle de vazao

através de valvulas que apresentam limites minimos e maximos de fluxo de fluido.

O controle nao-linear diz respeito a analise e ao projeto de controle de sistemas nao-
lineares, isto é, sistemas de controle contendo ao menos um componente nao-linear, que
inviabilize o processo de linearizacao e/ou a aplicacao do teorema da superposigao. Similar
a um sistema linear, o objetivo de controle para uma planta nao-linear é atingir um
valor desejada em um tempo predefinido (ou nao) atendendo um conjunto de requisitos

previamente estabelecidos [2].

1.1 Sistemas Lineares versus Nao Lineares

A Figura 1 ilustra um sistema qualquer S sujeito a uma excitacao de entrada u(t) e

resultando em uma resposta y(t), funcao das caracteristicas deste sistema.

Wt)=5(u)

1“5 -

Figura 1: Teorema da Superposicao.

Caso este sistema apresenta caracteristicas lineares em toda sua faixa de operacao,
pode-se concluir que o mesmo ird apresentar apenas um unico ponto de equilibrio. Consi-

derando este sistema na forma & = Az, o inico ponto de equilibrio serda dado por &z =0 e
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Z = 0. Em outras palavras, se o sistema ¢é inerentemente estavel, para qualquer condigao
inicial distinta de zero, as variaveis irao convergir a zero em um tempo finito. Em uma
andlise no espago de estados, a estabilidade do equilibrio serd dada por |\ — A| = 0, cuja

solucao temporal é dada por z(t) = xge~ .

Tomando como exemplo um caso bidimensional, com = € R?, tem-se
=A (1.2)

onde A é uma matriz de transferéncia de dimensao 2 x 2. O unico ponto de equilibrio
1 =20

deste sistema é _1 sendo, (Z1,Z3) = (0,0), cuja solugao temporal é descrita por
To = 0

x(t) = zpe~ . A estabilidade do equilibrio é analisada de acordo com os valores de \; e

Ao, que sao aos autovalores do sistema, ou seja, as raizes do sistema.

A analise grafica da resposta do sistema sujeito a distintas condicOes iniciais e a

distintas combinacoes de A\; e Ay é descrita a seguir.

Primeiramente, considerando que A; e Ay representam um par de raizes complexas

conjugadas com parte real negativa, tem-se a resposta mostrada na Figura 25. Neste
Re()\l) <0

caso, o sistema apresenta um foco Estavel para , € pode concluir que o

Re()\g) <0
sistema em questao ¢é dissipativo. Em outras palavras, para as raizes com qualquer valor

real menor que zero, dada uma condicao inicial distinta de zero, o sistema libera energia
até atingir o ponto de equilibrio. Este movimento eliptico retrativo indica que o sistema

apresenta caracteristicas de um sistema sub-amortecido.

Tomando agora o mesmo par complexo conjugado, porém com parte real positiva, o
Re()\l) >0

Re()\g) >0
seu ponto de equilibrio, tornando-se instavel. A Figura 2(b) ilustra tal situacao.

foco serd Instavel, ou seja, para , ele absorve/gera energia saindo fora do

Outra situacao de noé estavel ocorre para valores de raizes reais negativas, ou seja,
A <0

)\2 <0
sobre amortecida até atingir o ponto de equilibrio, conforme mostrado na Figura 3(a).

. Nestes casos, o sistema com estas caracteristicas dissipam energia de forma

A situacao oposta ocorre para valores reais positivos das raizes, neste caso, vide Figura
. r. e s A1 >0
3(b), o sistema se comporta de forma “fugir’do equilibrio para :
)\2 >0

Duas outras situacoes podem ser abordadas, que se referem a raizes com valores
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(a) Foco Estével. (b) Foco Instével.

Figura 2: Sistemas Lineares. Raizes complexas conjugadas.

(a) N6 Estével. (b) N6 Instével.

Figura 3: Sistemas Lineares. Raizes reais

reais de sinais opostos e raizes com valores imaginarios puros, ilustradas nas Figuras 4(a)
e 4(b), respectivamente. Na primeira delas, o sistema absorve energia afastando-se do
ponto de equilibrio devido a raiz real positiva enquanto é atraido pelo equilibrio devido
a raiz negativa. Como a resposta do sistema é dada no tempo, a raiz positiva domina
a negativa, levando o sistema a instabilidade. Na segunda, para uma condicao inicial
distinta de zero, o sistema ganha energia até atingir uma elipse descrita plano descrito

por x — —i e nela permanece indefinidamente.

Diferente dos sistemas lineares que possuem apenas um ponto de equilibrio, os sistemas
nao lineares podem possuir multiplos equilibrios. Um exemplo tipico é o caso de um

péndulo simples com amortecimento, representado por 6 + b + asin(f) = 0, onde a é

=10
o comprimento do pendulo e b é o coeficiente de amortecimento. Adotando ! ,

.ngé
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(a) Ponto de Sela. (b) Centro.

Figura 4: Sistemas Lineares. Condicoes adicionais.

it'l = T2
tem-se que
Ty = —asin(zy) — bxg

Vale comentar que se a analise de pequenas variagoes for considerada para o sistema de
um péndulo simples, é possivel linearizé-lo localmente e representé-lo na forma -+bf+a =
0, comumente para —5° < 6 < +5°. Dali, a andlise anteriormente apresentada, pode ser
realizada. Caso contrario, devera ser feita uma andlise mais aprofundada. Observando
a equacao de estado do sistema, para b igual a zero, tem-se o sistema na forma iy =
—asin(zy), cujos pontos de equilibrio esta localizado em x; = 0 ou x; = nm, onde n € N.
Fisicamente, um péndulo simples apresenta um equilibrio estavel e outro instavel. Uma

vez localizado no equilibrio instavel, qualquer energia adicionada ao sistema, ele sai em

busca do equilibrio estavel. A Figura 5 ilustra tais situacoes.

Uma representacao no plano x — —x, pode ser vista na Figura 20, para os casos de
b = 0, onde o sistema ¢ oscilatorio, sem amortecimento, e para b > 0 indicando que ao

sair do equilibrio instavel, o sistema converge para o equilibrio estavel.

e N Equilibrio
7 .
/ N Instavel
1 \ )4
' \
! 1
| !
1 1
\ 1 9 ()
1 i
\ K Equilibrio
\ .
\ ’ Estavel
AY 7
N 4

Figura 5: Péendulo simples e sua representacao de estabilidade
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' e e Z 1 _.,-f;-_.;— —
}\/ ,,«"_/ RN WSO N/ x"f"’

Figura 6: Péndulo Simples.

1.2 Objetivo geral do trabalho

Este trabalho tem como objetivo, apresentar os conceitos preliminares dos sistemas
nao lineares, enfatizando as caracteristicas fisicas tipicas encontradas em sistemas de con-
trole, tais como zona-morta, histerese, liga-desliga e saturacao. A analise destes sistemas

contempla o estudo de casos aqui proposto.
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2 C(Caracteristicas de Sistemas
Nao Lineares

Neste capitulo serao apresentadas as nao linearidades comumente encontradas em
situagoes reais de controle e que afetam diretamente o desempenho dos sistemas nos quais

estao inseridas, quando nao sao devidamente tratadas.

2.1 Sistema Zona Morta

A nao-linearidade de zona-morta é um fenomeno comumente encontrado em sistemas
de controle que envolvem atuadores do tipo servo-valvulas hidraulicas ou servomotores

DC, que necessitam o acoplamento por engrenagens.

Normalmente, a zona morta ¢ utilizada intencionalmente em sistemas de controle para
enviar um sinal nulo do controlador para o atuador, quando a saida daquele é pequena,

visando aumentar o tempo de vida de determinado tipo de equipamentos mecanicos.

Entretanto, a presenca deste elemento em uma malha de controle pode degradar o
desempenho do controlador, podendo inclusive levar ao aparecimento de ciclos-limites no
sistema em malha-fechada [6]. Vale comentar que ciclos limite sao as oscilagoes que podem
se estabelecer com amplitude, frequéncia e forma bem definidas, sem que o sistema esteja
sujeito a qualquer solicitacao externa. A zona-morta, por sua vez, pode causar estas

oscilagoes através de perturbagoes ou ruidos.
A zona morta é classificada como Tipo I e II, conforme mostrado na Figura 7.

A zona morta Tipo I indica a situagao onde o sistema sé apresenta resposta valida
com um certo valor distinto de zero apds um certo limiar de médulo também superior a

zero. Isto pode ser compreendido como a folga de uma engrenagem e é expressa por

y = : (2.1)
u, |u| > Zy
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M
i) 1 / v

=1 : ~IM

0 ot o / 0 Zn W

a) zona morta tipo I b) zona morta tipo 11

Figura 7: Caracteristicas de Zona Morta.

Por sua vez, a zona morta Tipo II expressa por

U+ZM,U< —Zy
Y=< 0,~Zy <u<Zy (2.2)

’LL—ZM,U>ZM

¢ aquela nao linearidade proposital, inserida para polpar a acao de atuadores na presenca

de pequenos valores de sinal de controle.

Como exemplo desta nao linearidade, toma-se um sistema mecéanico constituido por
duas rodas dentadas com uma folga igual a a. A roda motriz descreve um movimento
alternado em rampa, sinal triangular, com uma frequéncia f e uma amplitude compre-
endida entre oy e as. Designa-se por #; a posicao da roda motriz e por #, a da roda
acionada. Admitindo que no instante inicial §; = 0 e que a folga se encontra meio ven-
cida. O desenho das rodas dentadas e as variaveis de posicao 0, e 5 estao representadas

na Figura 8.

Figura 8: Rodas dentadas e as variaveis de posicao 6; e 65.
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Considerando, ¢, = 0,(t) e 05 = 65(t) sao funcao do tempo e que a folga « é fixa.
Dada as condicoes iniciais de #; = 0 e #5 = 0, e supondo que Ry = Ry, pode fazer-se a

seguinte representacao gréfica ilustrada na Figura 9.

Figura 9: Grafico 0; e 6,.

Como conclusao deste sistema, tem-se que um atraso 7 entre a transmissao de torque
de uma roda dentada para a outra, o que caracteriza a nao linearidade. Vale comentar

que este valor nao é fixo durante toda a revolugao, como pode ser visto na Figura 9.

Uma representacao da caracteristica entrada-saida 6560, estda na Figura 10.

i M

30 preeeeemes :-_’_,-
285 —

Figura 10: Gréfico 62 por 6; [1].

2.2 Histerese

O conceito de histerese estd ligado a sistemas nao lineares onde o comportamento
depende tanto do estado de solicitacao atual quanto de sua historia passada. Este tipo
de fenomeno é tratado nas areas que relacionam magnetismo, elasticidade, plasticidade,

sistemas de spins, oscilacoes em redes cristalinas, etc.
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A sua caracteristica fundamental consiste na existéncia de curvas, relacionando a
solicitagao (forca, tensdo, etc.) com a resposta do sistema (deslocamento, deformagao,
etc.), que dependem da histéria passada do sistema e que formam ciclos fechados quando
a solicitacao varia continua e periodicamente com amplitude suficientemente grande. Em
outras palavras, quando se faz a solicitagao variar ciclicamente, o sistema responde de
modo que o aspecto do gréafico resposta versus solicitacao é uma curva fechada, onde o
caminho seguido durante o carregamento (aumento na solicitagdo) nao coincide com o
do descarregamento [7]. A Figura 11 apresenta uma caracteristica entrada-saida de um

sistema com histerese, admitindo que a entrada varia de —uy; a +uM.

73]

= Upr

/|
" / h Hué u

1 =V

Figura 11: Caracteristica da histerese em torno de u = 0 .

Matematicamente, a histerese é uma nao linearidade, cuja descricao analitica é um
pouco mais complicada do que as anteriores devido a necessidade do conhecimento do
histérico do sinal de entrada. Tomando como exemplo a Figura 11, supondo que a entrada
u é sinusoidal de amplitude uy;, quando w varia de —uy; a +uys (ramo crescente de u), y
varia de —ys a +ys seguindo a curva 1, 2, 3. Quando v diminui, de +uy; a —uyy, y varia
de +yn a —yys seguindo o ramo 3, 4, 1. A dificuldade na definigao matemética encontra-
se na dependéncia da amplitude do sinal de entrada e do ponto de funcionamento. Assim,
se para um sistema que exibe a curva de histerese da Figura 11, a fungao u(t) diminuir
de amplitude no momento em que se encontrava no ponto P, a curva de histerese muda,

tomando o aspecto indicado na Figura 12.

De uma forma simplista, é costume representar a histerese em torno de u = 0 associada

a saturacao linear, como indicado no diagrama ideal da Figura 13, onde se admite que a
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y(u)

u

Figura 12: Caracteristica da histerese em torno de P .

Uy -Uuyt2h

/1] 111\1.-211 i.ll\.{

R -¥M

Figura 13: Caracteristica ideal da histerese com saturagao.

amplitude de u é igual a |uy,| e seu crescimento/descrescimento e resposta é descrito por

/

—yum,u < —upr + 2h

y=19 u—nh,—uy+2h<u<uy Ramo crescente (2.3)
Ym, U > —Up

Yn, U > upr — 2h

y=9 u+h,—uy <u<uy —2h Ramo decrescente (2.4)

—Ym, U < —Ups

2.3 Sistema Liga-Desliga

Tais sistemas sao utilizados em plantas que possuem um controle de apenas dois
estados: liga e desliga. O objetivo na utilizacao deste sistema ¢é fazer com que as variaveis

de saida nao linear se aproximem de uma determinada referéncia e estabilizem numa
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vizinhanga do seu valor. Para realizar este controle, uma realimentacao na saida é utilizada

para gerar um sinal de controle que vai atuar sobre o processo. Este sistema é descrito

por
y=—-1Lu<0

y=9 y=0u=0 (2.5)
y=1Lu>0

e é comumente encontrado em plantas de baixo custo de controle de temperatura e de
pressao, que consistem na abertura e no fechamento de valvulas de forma abrupta. A

Figura 14 ilustra seu comportamento.

VY

u

-Vur

Figura 14: Caracteristica do tipo Liga-Desliga.

Este tipo de sistema comumente é associado a histerese, acrescentando ao sistema um
tempo morto de ajuste do intervalo o ligar e desligar, a fim de aumentar a vida 1til da

planta. Esta caracteristica pode ser observada Figura 15.

-h h

u

-M

Figura 15: Caracteristica do tipo Liga-Desliga com Histerese.
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Como exemplo de um sistema liga-desliga, pode-se citar um aquecedor de ar de con-
trole em circuito fechado, onde a entrada do sistema é um valor de temperatura desejado
e a saida é a habilitacao ou nao de um aquecedor. Neste sistema, caso a temperatura
esteja abaixo do desejado, o sistema liga e a temperatura ambiente comeca a ser aque-
cida. Ao atingir uma temperatura acima da desejada, é aplicada uma acao de controle
para desligar o aquecedor e esperar que a dinamica do sistema reduza a temperatura.
Neste sentido, assim que a temperatura atinge um valor inferior ao desejado, o aquecedor
é religado e o processo reinicia. Através desse sistema liga e desliga o controlador mantém

a temperatura variando préxima do valor desejado.

Entretanto, ao aproximar do valor de entrada desejado, o aquecedor ira ligar e des-
ligar com um intervalo de tempo muito pequeno, e com isso a vida 1til do aparelho fica
comprometida. Este fenomeno é conhecido como efeito chattering, ou ainda, efeito de
multiplos chaveamentos. Uma alternativa, como mencionado anteriormente, para obter
um equilibrio na temperatura e aumentar a vida 1til do aquecedor, é através da associagao
de sistema liga desliga a histerese, de forma a ter uma zona morta no intervalo entre ligar

e desligar o aquecedor. A Figura 16 ilustra a resposta deste sistema.

Temperatura

Referéncia =y --1

Ligado
Desligado J I—, |—| |—

Figura 16: Sistema de um aquecedor.
[1]
2.4 Saturacao

Outra caracteristica estdatica tipica de muitos sistemas fisicos ¢ a saturacao. A Figura

17 ilustra este fenomeno, que ocorre para elevados valores de uma entrada |u|, que o
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sistema nao é capaz de responder de forma proporcional, ou seja, de forma linear. Sistemas
com estas caracteristicas apresentam valores supremos de controle, onde Ay/Au ~ 0. Em
outras palavras, independente da excitacao de entrada, acima de um certo valor critico,
a saida do sistema serd limita por uma cota superior (ou inferior), indicando, portanto,

que o sistema se encontra saturado.

Saida, v

Entrada, w

Figura 17: Caracteristica da Saturagao.

A saturagao mostrada na Figura 17 pode ser idealizada na forma apresentada na

Figura 18, é descrita analiticamente por

Yy U < Uy,
y=1< ku+cu, <u<uy , (2.6)

yM,U>UM

onde ¥,, e yys indicam os limites maximo negativo e positivo de saida do sistema, res-
pectivamente. Vale comentar que saturagoes neste formato apresentam uma regiao linear
definida no intervalo u,, < u < uys, onde u,, e uy; representam a entrada maxima negativa

e positiva da regiao linear, respectivamente.

Figura 18: Caracteristica da Saturacao Ideal.
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Este tipo de saturacao é muito corrente em dispositivos de controle industrial, como,
por exemplo, o sinal de controle de abertura de uma valvula analégica, cuja saida esta
compreendida no intervalo entre 0 e 100%. Comumente, para evitar a saturacao fisica dos
dispositivos, adota-se saturadores nas estratégias de controle, de modo a introduzir uma

saturagao nos sinais de controle para evitar danos ao dispositivo a controlar.

Esta caracteristica também encontra-se presente na area de eletromagnetismo, como,
por exemplo, em maquinas elétricas, no que diz respeito a corrente elétrica e ao campo
magnético por ela criado. Neste caso a curva de saturagao aparece normalmente associada
a uma outra nao linearidade ja apresentada, a histerese. Outro exemplo tipico, é a curva
de resposta de um transistor excitado por um sinal de entrada, a corrente de emissor
e drenada pelo dispositivo é proporcional a corrente de base i, por um parametro .
Entretanto, a partir de um certo limiar, nao importa o valor de 7, 7. se mantera constante,
indicando que o limite fisico do dispositivo foi atingido, isto é, o dispositivo entrou em

estagio de saturagao [8].
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3 Simulacoes e Anadlises

Dado as nao linearidades apresentadas anteriormente, o presente capitulo visa ilustrar
e discutir por meio de simulagoes, o comportado destas em diferentes sistemas de controle,
enfatizando a importancia de sua anélise, quando se deseja verificar a estabilidade destes

sistemas.

3.1 Sistemas dindmicos com comportamento
quadratico

A definicao de derivada da funcao x em tempo continuo é dada por

cuja representacao discreta é dada por

i(k) = (3.2)

onde At é o periodo de amostragem.
Para exemplificar sistemas com caracteristicas quadraticas, considera-se a equacao

dinamica expressa no tempo continuo por

. 2

T+xr—a" =0,
cuja representacao discreta é

tlk] = —x[k] + x2[k]

ou ainda, na forma de equacao de diferengas, tem-se z[k + 1] = [k]At + z[k].

Considerando que o estado de repouso deste sistema, tem-se, portanto, que, para
=0, 22 — 2 = 0, cujos pontos de equilibrio sdo x = 0 e z = 1. Como pode-se perceber,

este sistema apresenta dois pontos de estabilidade, resta, porém, analisar quais destes
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ponto de estabilidade é inerentemente estavel. Neste sentido, ha que analisar as condi¢oes
iniciais do sistema. Primeiramente, para situacoes onde o sistema se encontra sobre o
ponto de equilibrio, ali ele ird permanecer até que alguma acao externa o retire de uma
situacao de repouso. Por sua vez, caso o sistema se encontre em uma condi¢ao inicial
distinta do ponto de equilibrio, o comportamento do sistema deve ser analisado de forma

peculiar.

Para o sistema apresentado em (3.1), caso a condigdo inicial seja x(0) > 1, o sistema
apresenta-se instavel, tendendo ao infinito. Em outras palavras, o sistema adquire energia
excitando sua dinamica interna. Por outro lado, para condigoes iniciais z(0) < 1 com
x # 0, o sistema é estavel, convergindo ao ponto de equilibrio x = 0 em um tempo
infinito. Isto mostra que o sistema em questao apresenta um ponto de equilibrio atrativo

x = 0 e outro repulsivo x = 1.

Um parametro interessante a ser determinado neste sistema refere-se ao tempo de
escape, isto é, o instante de tempo no qual o sistema ira explodir (colapsar, apresentar
uma resposta infinita). Este valor pode ser determinado por t.s,. = In xox—i e para o
sistema em questdo o tempo de escape foi de aproximadamente 4,6s. A Figura 19(a)

ilustra esta situacao de instabilidade.

O sistema proposto foi simulado no MatLab com distintas condicoes iniciais. Especi-
ficamente: z(0) =[—3 0 0.2 0.9 1 1.01]7. A Figura 19(a) apresenta a resposta do sistema
dado as cinco primeiras condigoes iniciais. Como pode-se verificar, o sistema converge
para z = 0 durante a evolugdo temporal. A Figura 19(b) mostra o comportamento do
sistema para a condigdo inicial 2(0) > 1 e é possivel verificar que o sistema colapsa, nao

podendo ser controlado.

Gréficos Estaveis Gréficos Instaveis
1 T T T T T T T 9 T T T T

(a) Estédvel. (b) Instével.

Figura 19: Sistema Quadratico.
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Vale comentar que somente a resposta natural deste sistema estd sendo analisada,
entretanto é importante salientar que durante o projeto de um controlador, deve-se levar
em consideragao que para acima de certos valores criticos da variavel de estado do sistema

(neste caso, z(t) > 1), o sistema se torna instavel, ndo sendo passivel de controle

3.2 Sistema Péndulo Simples

Considerando-se a equacao no tempo continuo de um péndulo simples dada por
6 + bl + asin(f) = 0, (3.3)

onde a é o comprimento da haste do péndulo e b é um parametro de amortecimento. A

representacao desde sistema no espaco de estados é dada por

nEv o = (3.4)
Ty =0 To = —asin(zy) — bxy

Por sua vez, no tempo discreto, este sistema pode ser expresso por

ik 1] =0k, olk 4 1] = o[k

A7 A7 + asin(x[k]) =0, (3.5)

e sua resposta pode ser analisada por simulagao computacional. Apés algum algebrismo,

tem-se a equacao de diferencas do sistema dada por

2[k + 2] = 2x[k + 1] — z[k] — b(z[k + 1] — z[k]) At — asin(z[k]) At (3.6)

Recordando que o sistema péndulo invertido apresenta dos pontos de estabilidade
(pontos de equilibrio), sendo um atrativo (0 = 2nm, paran = ---,—1,0,1,---) e outro
repulsivo (6 = (2n+1)x) paran =---,—1,0,1,---), a Figura 20 apresenta a estabilizagao

do sistema para distintas condigoes iniciais.

A Figura 21 mostra o grafico de z; por &1, onde é possivel visualizar os pontos de

equilibrio estaveis e instaveis.

3.3 Sistema Zona Morta

A simulagao deste sistema foi feita utilizando o Backlash com largura de banda igual

a 1, como pode ser visto na Figura 22 para uma condigao inicial de z(0) = 0. Pelas
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Graficos Estaveis
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Figura 20: Resposta do sistema péndulo simples para distintos valores de condigao inicial.

caracteristicas deste sistema apresentadas no Capitulo 2, durante seu funcionamento é
possivel verificar a existéncia de um ciclo limite, quando a resposta no plano zx é analisada.

A Figura 24 ilustra este efeito.

Para efeitos de simulagao, foi realizada uma resposta em degrau do sistema mostrado

na Figura 23 durante os primeiros cinco segundos.

A resposta de entrada-saida do sistema no plano XY estd representada nas Figuras
24, 24(b) e 24(c). As duas ultimas figuras destacam ao processo de tendéncia do sistema

ao ciclo limite nos instantes iniciais e finais da simulagao.
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Graficos Estaveis
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Figura 21: Gréfico de convergéncia no plano 66.
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Figura 22: Anélise do Sistema Zona Morta.

3.4 Oscilador de Van der Pol

O efeito de ciclo limites em sistemas nao lineares pode ser observado na equacao do
oscilador de Van de Pol dado por

Az

d
5 e+ ) e =0, (3.7)

dt
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I
= "
4_=|—> simout

To Miokspace
> 100=+2) > # > |:|
A+ 1az+2)
Step Zere-Fale Blacklazh Scope

Figura 23: O sistema de controle simulado.
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(a) Estabilizagdo Zona Morta.
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Figura 24: Resposta do sistema no plano zi.

onde pu é o coeficiente de amortecimento do oscilador.

Este oscilador apresenta um ponto de equilibrio instavel localizado na origem, além de
um ciclo limite atrativo mostrado na Figura 25(b). Para simular os efeitos deste oscilador,

foram consideradas duas situagoes de condigoes iniciais, sendo a primeira delas para um
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ponto localizado internamente ao ciclo limite e outra externa a ele. Pode-se verificar que

independente a condigao inicial, desde que esta seja distinta de zero, o sistema ird tender

ao ciclo limite e ali permanecer durante a evolugao temporal.

10

d 10}

(a) Condigao inicial interna ao ciclo limite.

Figura 25: Representacao no plano zz.

(b) Condigao inicial externa ao ciclo limite.
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4 Consideracoes Finais

E muito comum encontrar a nao linearidade nos sistemas utilizados no curso de en-
genharia elétrica da Universidade Federal de Vigosa. E normalmente, estes sistemas sao
linearizados para facilitar sua manipulacao algébrica. Entao, este trabalho tentou passar
a importancia da andlise destes sistemas nao lineares, suas aplicagoes e inconveniéncias,
como a complexidade matemaética que o envolve, através do estudo de casos mostrados

no Capitulo 3.

A maquina de inducao é um exemplo que possui nao-linearidades em seus modelos e
também sofre variacoes nos valores de seus parametros devido a fatores internos como a

saturagao magnética do rotor e a variacao de temperatura.

Um outro exemplo onde pode-se encontrar a caracteristica nao linear de saturagao na
planta didatica da Smar. Na planta da-se a transformacao que justifica todo o processo
em que est4 inserida. E necessdrio fazer um controle para garantir os resultados, o que
se traduz em estabilidade de transferir-se energia ilimitadamente para um sistema. Neste
sentido, o atuador representa este impedimento quando satura em algum de seus limites.
Exceder os limites do atuador implica em transmitir-se a planta um sinal distinto do
fornecido pelo controlador. Desta forma, a lei de controle projetada para sistemas lineares
nao é aplicada. Surgem eventualmente overshoots, aumento do tempo de acomodacao do

sistema e - em alguns casos - o sistema torna-se instavel.

A limitagao fisica da transferéncia de energia para um sistema motiva a analise de as-
pectos importantes relacionados a saturagao. O tamanho da regiao de atracao da origem,
determina onde, na auséncia de perturbacoes, o sistema pode ser inicializado para que
convirja a origem, assintoticamente. Na presenca de perturbacoes é importante conhecer-
se um limitante superior para a norma das perturbagoes toleraveis pelo sistema em malha
fechada. Maximizar esta tolerancia é um critério de desempenho potencialmente rele-
vante. Outro critério possivel é a atenuagao que o sistema em malha fechada impoe a

perturbacao em uma de suas saidas.
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Adicionalmente, pode-se comentar sobre os sistemas transistorizados, cuja saturacao
ocorre quando se tenta forcar uma corrente no coletor maior do que o circuito do coletor

é capaz de fornecer enquanto mantém-se a operacao no modo ativo.

E quando o transistor esta em saturacao, qualquer aumento da corrente de base resulta
em um aumento muito pequeno na corrente de coletor. E isso é abordado superficialmente
no ciclo béasico da engenharia, entretanto para o controle mais apurado utilizando tais dis-

positivos, faz-se necessario uma analise para sistemas com comportamentos nao lineares.

Como sugestao de trabalhos futuros, pode ser aplicados os conceitos de nao linea-
ridades aqui apresentados nos sistemas de controle estudados no decorrer do curso de
engenharia elétrica, a fim de apresentar uma anélise mais aprofundada em carater cienti-

fico.
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