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Introducao

A Geometria Hiperbodlica tem sua ori-
gem ligada ao Quinto Postulado de Eucli-
des que hoje é mais conhecido, por equi-
valéncia, ao Postulado das Retas Parale-
las. Vérios matematicos suspeitaram que
a negacdo deste postulado poderia gerar
uma geometria consistente, dentre elas a
Geometria Hiperbdlica ou Geometria de
Lobatchevsky.

Objetivos

O objetivo principal é introduzir a estu-
dante na pesquisa cientifica. Neste caso
foi abordado um estudo preliminar de Ge-
ometria Hiperbolica. Para isso foram estu-
dadas propriedades de circulos no plano
complexo, bem como uma classe especia
de transformacdes de C em C, a saber
as Transformacdes de Mobius. Este es-
tudo permite fazer comparativos entre a
Geometria Euclidiana e a Geometria Hi-
perbdlica plana.

Material e Métodos

A metodologia consiste em estudo de
textos académicos que abordam o topico
de Geometria Hiperbdlica plana. Foram
feitas reunides semanais para discutir os
topicos do projeto junto com o orientador.

Resultados e Discussoes

O conceito de inversdo, com respeito a um
circulo (oureta ), de um nimero complexo
é utilizado para obter propriedades sobre
Transformacdes de Mobius.

Definicao 1. Sejam Co(zo, po) um circulo de
centro zg e raio pg e z um ponto do plano com-
lexo tal que z & Co(zo, po) € z # zo. O inverso
de 2\em relagido a Cy, denotado por z*, é um
ontp de C que pertence a todos os circulos que
agsam por z e que sdo ortogonais a C.
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Figura 1: Inverso de z com relacdo ao circulo C

E possivel verificar que este ponto existe
e é unico, garantindo uma boa defini¢ao
do conceito. A inversdo possui a propri-
edade de transformar circulos (incluindo
retas) em circulos. Além a inversao é uma
aplicacdo inverte o sinal do angulo entre
curvas.

A vpartir deste estudo podemos defi-
nir uma classe especial de funcdes fra-
ciondrias, chamadas de Transformacoes de

Mobius.

Definicao 2. A transformacdo de Mobius é de-
finida por

az +b

cz+d

em que z varia no plano complexo e a, b, c, d
sdo constantes complexas.

T(z) =

Toda transtformacdo de Moebius pode ser
escrita como a composi¢ao de um numero
par de inversOes, sendo que O numero
maximo de inversoes € 14.

Teorema 3. loda transformacgio de Mobius
é uma aplicagdo conforme do plano com-
plexo estendido ao plano complexo estendido.
Ela transforma circulos(incluindo retas) em
circulos(incluindo retas).

O semiplano superior é definido por
H? = {z € C; Im(z) > 0).

O comprimento de uma curva e a distancia
entre dois pontos quaisquer de H? sdo
definidos nas duas proximas definicOes.
A distancia assim definida corresponde a
uma métrica neste conjunto.

Definicdo 4. Seja v : [a,b] —» H? uma curva
diferencidvel. O comprimento hiperbélico da
curva y é definido por
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Definicdo 5. Dados dois pontos z, w € H?, a
distancia hiperbolica entre z e w é definida por

d(z, w) = inf ||y||,

em que o infimo é tomado sobre todas as curvas
y ligando z e w em H?.

A métrica assim definida permite obter
férmula mais acessiveis para o calculo de
distancia de dois pontos.

Proposicao 6. O espaco H? com a a medida d
definida anteriormente é um espago métrico.

A geodésicas, que sdo curvas de compri-
mento minimo, ligando dois pontos de H?
sdo circulo ou retas passando por estes dois
pontos e ortogonais ao eixo real.
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Figura 2: Geodésica ligando z a w

Teorema 7. O grupo das isometrias de (H?, d)
é precisamente o grupo das aplicagdes da forma

a(—z) + b

az + b o ¢(Z):C(_Z)+d1

cz +d

P(z) =

emquea,b,c,d € Read —bc > 0.

Vamos considerar agora o modelo do
Disco de Poincaré, que consiste no con-
junto de todos os pontos da forma |z| < 1
denotado por ID?. O estudo deste modelo,
em geral, é feito recorrendo a resultados
obtidos no modelo H?.

A aplicacdo

z—1

fla) ==

Z+1

transforma o semiplano H? em ID?, ja que
|f(z)] <1 quando vy > 0.

Definicao 8. A distdncia entre dois pontos z e
w do disco ID? é definida por

d'(z,w) = d(f~(2), (),

em que d é a distdncia definida no semiplano
superior.

Da forma como foi definida a métrica
em ID?, pelo fato de uma Transformacéo
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de Mobius preservar angulos e transfor-
mar circulos (incluindo retas) em circulos,
a geodésicas em ID? serdo circulos ou retas
ortogonais ao circulo unitéario.

-------

Figura 3: Geodésica no modelo ID?.

Teorema 9. A aplicacio ¢ : ID* — ID? é iso-
metria em (ID?,d*), se e somente se,
az + ¢ az + c
Z) = ou 7) =
() cz+a P() cz+a

em que a, ¢ € C e |al* — |c|* > 0.

Conclusoes

Com este estudo é possivel compreen-
der que as propriedades geométricas estao
inteiramente relacionadas com a métrica
adotada em cada modelo de Geometria.
Foi possivel também fazer comparativos e
analogias com a Geometria Euclidiana que
é a Geometria estudada em cursos dos en-
sinos fundamental, médio e superior.
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