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1. Introducao

A topologia algébrica é o ramo da matematica que relaciona as areas de
algebra e topologia. O objetivo é introduzir ferramentas algébricas (respecti-
vamente topoldgicas) em problemas topoldgicos (respectivamente algébricos).
Neste trabalho exploramos conceitos e propriedades da homologia simplicial,
que possul como objetivo principal estudar espacos topologicos, cujos com-
ponentes estruturais sao n-simplexos.

2. Objetivos

Relacionar conceitos de homologia simplicial, mais precisamente os grupos
de homologia, com o grupo fundamental. Como resultado, trazemos a ideia
geomeétrica da homologia e também uma aplicacao, o calculo detalhado dos
orupos de homologia do toro.

3. Material e Métodos

O material utilizado foram livros selecionados, especialmente a referéncia |1].
A metodologia empregada neste trabalho foi a leitura de livros selecionados
pela orientadora, encontros semanais para discussao de temas estudados e
apresentacao de seminarios dos topicos abordados.

4. Homologia Simplicial

Um subconjunto A = {ag, a1, -+, ap} C R tal que os veto-
res a; — ag, a» — ap, -+, ap — ag sao linearmente independentes é
dito conjunto geometricamente independente. Dado um conjunto
X = {ag, a1, -+, ap} de pontos geometricamente independente, um k-
stmplexo ¢ o menor conjunto convexo que contém X. Denotamos por ok

Os elementos de X sao chamados vértices do k-simplexo.
Exemplo 1.

Figura 1: Alguns Simplexos
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k¢ uma face de um simplexo ¢”, com k < n,

Dizemos que um simplexo o
quando cada vértice de o é um vértice de o™, Se o™ é o simplexo com
vértices ag, ay, +-- , G, escrevemos o' = (aq - - - ap).

Exemplo 2.

Figura 2: Calculando as Faces de 2.
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As faces do simplexo 02 = (apajay) sao:

<a0>7 <a1>7 <CL2>, <CLQCL1>, <(1()CL2>, <CL16L2> € <a0a1a2>'

Por outro lado, (bgas) nao é face de o2, pois by nao ¢ vértice de o2. Dizemos
que dois simplexos " e ¢" sao propriamente unidos, se c""*No’ ¢ vazio
ouo'"Ne" é uma face de ambos. Um complexo stmplicial é uma familia
finita K de simplexos geométricos os quais sao propriamente unidos e tem a
propriedade de que cada face de um elemento de K ¢é também um elemento
de K. A dimensao de K é o maior indice positivo r tal que K tenha um
r-simplexo. Intuitivamente, uma trizangulacao de um espaco topologico
X é uma cobertura do espaco formada apenas por formas triangulares, as
quals possuem ou um veértice em comum ou uma aresta em comum ou Sao
disjuntas. Um n-stmplexo orientado, n > 1, é obtido de um n-simplexo
o = (aq- - - ap) escolhendo a ordem para esses vértices. A classe equivalente
de permutacoes pares para escolha da ordem, determina o simplexo orientado
positivamente +o0", enquanto a classe equivalente das permutacoes impares
determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial
orientado ¢ obtido de um complexo simplicial atribuindo uma orientacao
para cada simplexo. Consideraremos K um complexo simplicial orientado.
ejam simplexos oPT1 e 0P em K cuja dimensdes diferem por 1. Associ-
amod\a cada par (¢?T1, oP) um nimero de incidéncia, denotado por
oP|, definido como:
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Palavras chaves: simplexo, complexo simplicial, homologia.

(i) Se ¢ ndo é uma face de oPt!, entio [T, oP] = 0.
Suponha que P é uma face de oPT1 e ordene os vértices ag, ag, - - - | ap de ¥
tal que +0oP = +(agpay - - - ap). Seja v o vértice de oPtl o qual nao é vértice
de oP.

(i1) Se +oPT! = +(vagay - - - ap), entdo [oPT! oP] = 1.

(iii) Se +oPT1 = —(vagay - - - ap), entdo [oPT1 oP] = —1.
Fixado um numero natural p, denotamos os simplexos p-dimensionais de K
por 0]19 : 05 -+, ob . Denotamos o conjunto das combinacoes lineares formais
desses elementos por Cp(K) . Um elemento ¢, € Cp(K) é chamado de p-
cadeta. Uma p-cadeia elementar ¢ identificada com um p-simplexo
orientado positivamente. O bordo de uma p-cadeia elementar oP,

com p > 1, é definido por

—1 —1
oo") = 3 ool ol
o’ ek

1

O bordo de uma p-cadera ¢ dado por

Op(cp) = Z g; - Op (Uf), com ¢p = Z giaf.

Gi€Z, oteK Gi€Z, oteK

O bordo de uma 0-cadeta ¢ definido como sendo zero. Seja p > 0.
Um p-ciclo ¢ uma p-cadela 2z, tal que 8p(zp) = 0. O ntcleo do ho-
momorfismo 0y : Cp(K) — Cp_1(K) ¢ um subgrupo de Cp(K) e
¢ a familia de p-ciclos, denotado por Zp(K), chamado de grupo ciclo
p-dimensional de K. Um p-bordo ¢ uma p-cadelia by se existe uma
(p + 1)-cadeia c,4q tal que Oy (cp+1) = bp. A imagem do homomorfismo
Opt1 1 Cpr1(K) — Cp(K) é um subgrupo de Cp(K) e ¢ a familia de p-
bordos, denotada por By(K ), chamada de grupo bordo p-dimensional
de K. Sen ¢ a dimensao de K, entao nao existe p-cadeias em K parap > n,
nesse caso Cp(K) = {0}. O grupo de homologia p-dimensional de
K é o grupo quociente

5. Calculo do Grupo de Homologia do Toro

Uma triangulacao do toro, T2, é dada pela figura 3, composta por um 0-
simplexo v, tres 1-simplexos a, b, ¢ e dois 2-simplexos U, L.

Figura 3: Triangularizacio do Toro T2

Uma visualizacao da transformacao do toro é dada pela figura 4.

Figura 4: Transformacao do Toro

5’
7 \ Z>) j 7
a AN AQC_ _a _ Aa . a a
. b

®
S
®

N

S

Para o calculo de Hy,(T) vamos supor:
cop = gv, c1 = goa + g1b+ goc e co = hoU + h1L,
uma O-cadeia, 1-cadeia e 2-cadeia qualquer do toro, respectivamente.

Cdlculo de Z,(T)
Zo(T) = (v), pois

30(co) = A(gv) = gan(v) < 0.

Z1(T) = (a, b, c). De fato,

d1(c1) = (90)01(a) + g101(b) + g201(c) = (g0 + g1 + g2)(v — v) = 0.
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Z9(T) = (U — L). De fato,
0o (02) = 0o (h()U + hlL) = (ho + hl)(a + b — C).

0o (CQ) =0« (h() + hl)a + (h() + hl)b + (—h() — hl)c =0« hy = —hy.

Logo, ¢ = hoU + hiL = ho(U — L).
Zp(T) = {0}, com p > 2, pois a dimensao do toro € 2.
Cdlculo de By (T)

By(T) = {0}, pois
O (Cl) = ¢y < cg = 0.

B1(T) = (a+ b — c). De fato,
h(c2) =c1 < (ho+ hi)(a+b—c) = goa+ g1b+ goc

S go=g¢g1¢e92=—go com gy=hy+ hy.
Do(c2) = €1 & ¢1 = goa + g1b+ goc = (hg + h1)(a + b — ¢).

By(T) = {0}, pois no toro nao existem 3-simplexos.
By(T) = {0}, com p > 2, pois o toro nao possui (p + 1)-simplexos.
Cdlculo de H,(T)
Zo(T) _ (v)
Hy(T) = —
B )

Seja Z1(T) gerado por B = {a, b, c} e seja C' = {a,b,a+ b — c}. Logo,

10 1
P=1011
00 —1

é a matriz mudanga de B para C. Desta forma, Z1(T) = (a,b,a + b — ¢).
Logo,

Hy(T) = gig; =~ %’ >~ {0}, com p > 2.
Portanto, s e
HyT)={ Z, sen=0,2.

{0}, sen>2

6. Ideia Geométrica dos Grupos de Homologia

Teorema 1. Seja K um complexo simplicial com r componentes conexas
por caminhos, entao Hy(K) = Z®Z @ -+ D L.

T VEEGS
Geometricamente, o grupo Hp(X ), com n > 1, esta relacionada com a quan-
tidade e os tipos de “buracos” n-dimensionais em X.

7. Conclusao

Conseguimos alcancar o objetivo principal do projeto, que era estudar as pro-
priedades e a visao geométrica tanto dos grupos de homologia quanto do grupo
fundamental. Além disso, foi possivel perceber que as visoes geométricas des-
ses dois objetos estao intimamente relacionadas, uma vez que ambas estao
associadas com “buracos’ n-dimensionais.

8. Apoio Financeiro

Este projeto contou com o apoio financeiro do CNPq.
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