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1. Introducao

Neste projeto, nosso objetivo principal foi estudar e fazer algumas
caracterizacOes das superficies invariantes por isometrias nos espacos
tridimensionais M? X R, onde M = R, H,S, com foco em H? x R!

A primeira parte do trabalho é composto das preliminares para po-
dermos falar de modo mais natural sobre as superficies invarian-
tes de H? x R. Ou seja, focamos inicialmente em entender como o
espaco H? se comporta geometricamente. A partir daf avaliamos as
parametrizacdes das superficies invariantes por cada tipo de isometria
de H? x R e finalizamos com alguns resultados sobre o tema.

2. Caracteristicas de H?

Veremos nessa secdo as principais nogoes geométricas de dois modelos

do plano hiperbélico: o semiplano superior H? e o disco de Poincaré
D.

Definicio 0.1. 1. Definimos como o plano hiperbélico H? o conjunto
H? = {z € C | Im(z) > 0)

2. Chamamos de T, JH? 0 espaco tangente de TH? no ponto zy € H?.

3. O bordo no infinito de H?, ou bordo assintético é o conjunto formado
pelo eixo real {y = 0} e 0 ponto no infinito oo e 0 denotamos por deoIH?.

Temos, entdo
deoH? = {z € C | Im(z) = 0} U {c0).

Definigao 0.2. Designamos por gy a métrica hiperbélica de H?, de modo

que
SH (71)177) — <7Z/ 77)1[—1 = <1/12,Z7> , VTZ,T?E TZO]I—I2.
Im (ZO)
Ou seja, se g é a métrica euclidiana de R?2, temos
1 o1y o oy 1
= dz|© = = |dx” +dy°) = —=g,
gH Im2 (Z) ]/2( Yy ) yzg

onde z = x + iy e |dz|> = dx? + dy? designa o produto escalar euclidiano.
Definicao 0.3. Seja y : [a,b] — H?, y(t) = (x(f), y(t)), uma curva cl.
Definimos o comprimento hiperbdlico de y, denotado por Lyy(y), como

b 1/2
L) = [ (/0. 0) et

Defini¢do 0.4. Denotando por dyy(zq,20), onde z1,zy € H?, definimos a
distdncia hiperbolica entre dois pontos por:

dyy (z1,20) = inf {L]H(c),c . [0,1] — H? | c(0) = zq,c(1) = zp, c! por partes}.

Definicio 0.5. Um difeomorfismo ¢ de H? é uma isometria de H? se ¢
preserva a métrica gy, isto é, se @ verifica

g (i, 0) = g (d2¢(id), d2¢(7))

para todo z € H? e todos vetores i, 7 € TZO]Hz. Dizemos que ¢ é uma
isometria positiva se @ preserva a orientagdo. Caso contrdrio, dizemos que
@ ¢ uma isometria negativa.

Agora, considerando o disco unitdrio aberto
D = {w € Cl|lw| < 1}.
e a aplicacdo
z—1
z+1
temos que o seguinte lema nos concede uma métrica sobre ID de modo

seja uma isometria entre os modelos.
Lema) 0.6. A tinica métrica g definida sobre ID tal que @ seja uma isometria

e ( 2 gH) sobre (D, gp) é

o 4|dw|? _ 4 :
(1-tR)  (1-wp)"

(p:H2—>D, 74

w=u+1v, |wl <I.
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Definicao 0.7. 1. O disco ID munido da métrica g é chamado de Disco de
Poincareé.

2. Chamamos de bordo no infinito de ID e denotamos por deoID, o0 circulo
S, ou seja:
dooD = {w € Cllw| = 1}.
Definicao 0.8. Uma curva c, Cl por partes reqular, ¢ : (a,b) — IHZ, é uma
geodésica se

A (c(ty), () = Lple(ty), c(t)], Vit € (a,b)
Classificamos as isometrias positivas de H? em trés tipos baseado
na quantidade de pontos fixos que cada uma possui: isometrias hi-
perbdlicas (dois pontos fixos em doolH?); isometrias parabdlicas (um
ponto fixo em dooH?); isometrias elipticas (um ponto fixo em H2). O

resultado seguinte sobre as isometrias de H? é o suficiente para esse
trabalho.

Proposicao 0.9. 1. Se T é uma isometria eliptica de ID, entido T se comporta
como uma rotacdo em torno do centro de ID.

2.Se T é uma isometria parabélica de H? que possui co como ponto fixo,
entdo T se comporta como uma translagdo horizontal.

3. Se T é uma isometria hiperbélica de TH? gue possui oo como um dos pontos
fixos, entdo T se comporta como uma homotetia.

3. Superficies Invariantes em M” X R

Neste secdo estudaremos propriamente as superficies invariantes
por isometrias de M? xR, com foco em H? x R. Considerando, entio,
que g)p2 € §R sdo as métricas de M? e R, respectivamente, temos que
(M? x R, 3) é uma variedade riemanniana, onde ¢ = g52 + gr. Pela
notacdo de diferencial, temos ds? = A12(x, y)(dx2 + dyz) + dt?, com

(1, se M2 = R2
2
A, y) = | T Se M2=D
l, se M2 = H?
Y

Lema 0.10. Seja f : M? X R — M? x R um difeomorfismo. Se f(x,y,t) =
(f1(x, y), fo(t)) com f1 € Isom(M?) e fo € Isom(IR), entdo f € Isom(M? X R).

A volta do lema acima, em geral, ndo é verdadeira. Contudo, o
teorema abaixo nos garante que no caso de M? = H? a reciproca €
verdadeira, o que torna muito mais simples a caracterizacdo das su-
perficies invariantes por isometrias de H? x R.

Teorema 0.11. f € Isom(H? x R) se e somente se f = (fy, f»), com
f1 € Isom(H?) e fo € Isom(R).

Nas classificacdes seguintes, consideramos as isometrias de H? como
sendo as referentes a Proposicdo 0.9.

1. Superficies Invariantes Por Rotacdes: Vamos considerar H? com
o modelo do disco de Poincaré. Agora, sejaa: I — m € H> xR
uma curva p.p.c.a, onde @ = {(x,y,t) € H? x R;y = 0}, dada por

a(s) = (tgh(55), 0, £(s)).

Aplicando uma isometria hiperbdlica eliptica em cada ponto de «,
ou seja, uma rotacdo, obtemos a superficie invariante por rotacdes
Y em H? x R parametrizada por:

X(w,s) = (tgh(%s))cos(w)), tgh(?)sen(w)), t(s)), sel,we(0,2n].

Chamamos a por curva geratriz de X.

2. Superficies Invariantes Por Translacoes Parabdlicas: Nesse caso,
vamos considerar JH? no modelo do semiplano superior. Entao,
seja @ : I - m € H? x R uma curva p.p.c.a definida por a(s) =
(0, p(s), t(s)), onde 7 = {(x, y,t) € H?> X R; x = 0}.

Aplicando uma isometria parabdlica em cada ponto de a, ou seja,
uma translacdo horizontal, obtemos a superficie invariante por
translacdo hiperbolica X parametrizada por:

X(w,s) = (w,p(s),ts), selwe

nas referéncias 2 e 3 ha a caracterizacao e resultados das superficies invariantes por is
ondicdes encontradas na referéncia 2
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3. Superficies Invariantes Por Transla¢des Hiperbdlicas: Aqui
também consideraremos H? no modelo do semiplano superior. Iso-
metrias hiperbolicas sdo homotetias, entdo nesse caso consideremos
a:1— 1 cH?”xRpp.ca, ais) = (cos(p(s)),sen(p(s)), t(s)), onde
m={(xyt) eH*xR;x*+y*=1ey =0}

Aplicando em cada slice (cépia de H?) uma translacido hiperboélica
sobre o obtemos uma superficie invariante por translacdo hi-
perbdlica X parametrizada por:

X(w, s) = (w cos(p(s)), w sen(p(s)),t(s)), sel,weR].

4. Resultados Finais

Finalmente, trataremos dos resultados finais referentes as superficies
invariantes por isometrias de H? x R.

Usando o software Mathematica, conseguimos desenvolver algorit-
mos que nos fornecem as principais propriedades geométricas de uma
superficie invariante por qualquer das isometrias do ambiente que vi-
mos: suas formas fundamentais e suas curvaturas principais.

No proximo resultado foi obtido uma classificagdo das superficies
que fazem um angulo constante com uma direcdo pré fixada. Mais
especificamente, obtemos que tais superficies sdo invariantes pelas
isometrias que estudamos.

Teorema 0.12. Uma superficie & € H? x R é uma superficie com dngulo
constante se, e somente se, é localmente isométrica a uma das seguinte Su-
perficies:

1.¢1: S — H? xR com

teh(u cos 0 + p(v)) cos O
r0) ), L cosh( cos(0) + p(0)’

$1(1,0) (COS v 1 sen 6)

onde p,q e r sdo fungdes integrais satisfazendo algumas determinadas
condicdes” e r # 0,

2.¢9:S — H? xR com

By = (v, eTHC0s0 1 sen 6) .

Teorema 0.13. Seja T uma superficie totalmente umbilica de H? X R. Nessa
condicdo temos que Y. é uma superficie invariante por uma das trés isometrias
apresentadas nas subsecdes anteriores.

5. Apoio Financeiro

Este projeto contou com o apoio financeiro da CNPq.
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