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1. Introducao

Processos estocdsticos descrevem sistemas aleatérios que evoluem
com o tempo e sdo uma importante ferramenta na compreensao de
diversos fendmenos observados em diferentes dreas do conhecimento.
Flutuagdes no mercado de agdes e nas taxas de cambio, variacdes no
campo magnético da Terra e mutagdes que ocorrem no DNA de uma
espécie sdo exemplos de fendmenos que podem ser melhor compre-
endidos através de processos estocdsticos. Dentro desta &rea, destaca-
se 0s processos markovianos, cujo o estudo teve como precursor o
matematico russo Andrei Andreyevich Markov (1856-1922). Dizemos
que um processo estocdstico satisfaz a propriedade de Markov se os es-
tados passados sdo irrelevantes para prever os estados futuros, desde
que o estado atual seja conhecido. Nesse sentido, toda a informacao
necessdria para predizer sobre o futuro se concentra no presente. Atu-
almente, as cadeias de Markov tem sido usadas em diversas areas
como economia, computacao, biologia, etc. Prever o nivel de volatili-
dade dos retornos de ativos, o PageRank de uma pégina da web usado
no Google e simulac¢des da funcdo cerebral sdo alguns exemplos de
aplicacdo de cadeias de Markow.

2. Objetivos

O objetivo deste presente projeto é o estudo da teoria matematica
das cadeias de Markov e suas aplicacbes. Mais precisamente, estu-
damos cadeias de Markov, com enfoque principal no comportamento
assintotico de tais processos. Como aplicacdo da teoria estudada,
apresentamos o algoritmo PageRank.

3. Material e Métodos

O desenvolvimento desse projeto se deu através de pesquisa bibli-
ografica do tema, discussdes semanais e apresentacdes de semindrios
para orientadora.

4, Cadeias de Markov

Um processo estocastico é uma colecdo de varidveis aleatorias, de-
notado por {X;, t € T}, em que t é um parametro real, normalmente
conhecido como tempo, pertencente a um conjunto T, que em geral é
dado por T = N ou T = [0, 00). Neste trabalho, estudamos processos
estocdsticos que possuem a forma {X;;, n € IN} com espago de estados
discreto, em que T = IN, e que satisfazem a propriedade de Markov,
cuja a defini¢do é dada a seguir.

Definicao 1 (Propriedade de Markov). Dizemos que uma familia de
varidveis aleatorias { Xy, n € IN} possui a propriedade de Markov ou “perda
de memoria”, se

P(X,01=71Xg=1p, ., Xp1 = i1, Xn = 1) = P(X,;41 = j | X = 0),

para quaisquer que sejam o0s estados ig,1q,...,1,_1,1,] € todo n > 0. Um
processo estocdstico { Xy, n € IN} com essa propriedade é chamado de cadeia
de Markoo.

Se um processo estocastico goza da propriedade de Markov, entdo
o futuro do processo depende somente do estado presente, ou seja,
os estados anteriores sdo irrelevantes para a predicdo do futuro da
cadeia, desde que o estado atual seja conhecido.

As probabilidades condicionais P(X,,;1 = j | X; = 1) sdo denomi-
nadas probabilidades de transicdo e representam a probabilidade do
processo estar no estado j no tempo n + 1, dado que o processo esta
no estado i no tempo n.

Definicdo 2. Dizemos que uma cadeia de Markov { Xy, n € IN} é homogénea
se as probabilidades de transigido ndo mudam com o tempo, ou seja,

P(X,1=j|Xn=1)=P(X;=j|Xg=1),¥n€N.

Seja { Xy, n € IN} uma cadeia de Markov homogénea. Denotaremos
a probabilidade de transi¢do P(X1 = j | Xo = i) = Pjj. Nesse caso,
a matriz dada por P = (Pj;) serd chamada de matriz de transi¢ao da
cadeia. Usando as propriedades da probabilidade condicional, pode-
mos mostrar que:

i)Pi]' > O,Vi,j €S
i) Y\ Py =1.

JES
Além disso, vamos indicar por P" a n-ésima poténcia da matriz de
icdo P e por Pz(';l) a entrada (7, j) dessa matriz.
Vamos fazer uma andlise mais detalhada sobre a relacdo entre o com-
ortgmento de uma cadeia de Markov e sua matriz de probabilidade
e fransicao de estados. Também estudaremos como uma cadeia de

rkov se comporta a longo prazo e como isso se relaciona com os
pos de suas classes de estados.

Pesquisa-Cadeias de Markov-Matematica

Palavras chaves: Cadeias de Markov, Probabilidade.

Definicao 3. Seja { Xy, n € IN} uma cadeia de Markov. Dizemos que o estado
j é acessivel desde i, e denotamos i — |, se existe n € IN tal que

PE?):P(Xn:ﬂXO:i)>O.

Além disso, se | é acessivel desde i e i é acessivel desde |, ou seja, se existem

. n m . . .
n,m € N tais que Pl(.].) > 0e P;.i ) > 0, diremos que os estados i e | se
comunicam e denotaremos i1sso por i < |.

Em outras palavras, dizer que j é acessivel desde de i, significa que,
uma vez que a cadeia partiu do estado 7, com probabilidade positiva
ela atingird o estado j em um tempo finito.

Definicao 4. Se dois estados se comunicam, dizemos que eles pertencem a
mesma classe. Ademais, se nenhum estado fora da classe é acessivel desde
qualquer estado pertencente a classe, entdo dizemos que essa é uma classe
fechada. Por fim, se todos 0s estados de uma cadeia de Markov sdo comuni-
cantes, entdo todos os estados pertencem a uma vinica classe e essa cadeia de
Markov é chamada de irredutivel.

Definicao 5. Um estado é dito ser transiente se, entrando neste estado, o
processo pode nunca retornar para este estado. Isto é, o estado 1 é transiente
se, e somente se, existe um estado j, com j # i, que é acessivel a partir do
estado 1 mas 1 ndo é acessivel desde j. Caso contrdrio, o estado é dito ser
recorrente.

Definicao 6. Definimos o tempo médio de primeiro retorno ao estado i por

(G Q)

u(@) = E(t; | Xo = 1) = an(ti =n|Xp=1),
n=0
onde t; é o niimero de transigoes até a primeira visita ao estado i.

Definicao 7. Seja { X} uma cadeia de Markov e i € S um estado recorrente,
dizemos que

e i é recorrente nulo se (i) = oo;

® i ¢ recorrente positivo se u(i) < oo.

O nosso objetivo é entender como se comporta PZ(.?) para n suficien-
temente grande.

Definicdo 8. Seja P = (Pi]-) a matriz de transicdo de uma cadeia de Mar-
kov. Dizemos que a cadeia {Xy} é ergddica se para todo | € $ o limite

. (n) _ ' . . . o
nlgrgo Pij = Tl existe, é independente de i e ZS‘ = 1.
]E

Os seguintes resultados descrevem este comportamento para o caso
em que j é recorrente.

Teorema 1. Seja { Xy} uma cadeia de Markov irredutivel, aperiddica e recor-

1
rente positiva. Para cada j € 5, temos lim P = ——, V1 € 5, e portanto
n—oo 1] ‘u( ])
1 1 1

Tt
ug) ug) ug)

u(0) u(1) p@)

1 1 1
- w(0) u(l) u)

Embora o resultado anterior nos forneca informacgdes desejaveis so-
bre o comportamento assintético da cadeia, o calculo de u(j) nem
sempre € trivial. Veremos a seguir uma maneira alternativa para de-

lim P" =
n—o0

terminar o limite lim P(fl).
n—oo 1j

Definicao 9. Seja { Xy, n € N} uma cadeia de Markov com espago de estados
S e matriz de transicio P = (Pi]-). Um vetor linha 1 = (7;);cq é dito ser
uma distribuicdo estaciondria para a cadeia de Markov, se satisfaz: mP = Tt
e Z TG = 1.
1€5

Teorema 2. Seja {X;;, n € IN} uma cadeia de Markov irredutivel, aperiddica
e recorrente positiva. Entdo existe uma unica distribuicdo estaciondria para
a cadeia, que é dada por

1
= — €S
RETHE
5. PageRank

O PageRank foi um algoritmo criado em 1997 por Larry Page e Sergey
Brinn, com o objetivo de ordenar as paginas da Web por importancia.
Essa classificacdo revolucionou os métodos de busca até entdo exis-
tentes por otimizar o tempo de busca do usudrio, fornecendo-o as
paginas mais relevantes primeiro. Esse algoritmo serviu de base para
a criacao do Google, que é o principal buscador Web da atualid

Para apresentar o PageRank, considere um usuério que pesquisa
algo na Web. O buscador inicialmente agrupa todas as paginas en-
contradas com as palavras-chaves inseridas na pesquisa. Em seguida,
esses resultados serdo ordenados por importancia. Para introduzir
o conceito de importancia, admita que existam n webpages, onde a
importancia da i-ésima pagina serd denotada por 7t;. E natural supor
que a quantidade de hyperlinks que uma pagina recebe influencie a
sua pontuacdo. Entretanto, este ndo pode ser o tnico critério para
medir a popularidade de um site, pois os sites que apontam para ele
podem ser irrelevantes. Assim, a importancia da i-ésima pagina, sera
da dada pela soma da importancia das paginas que a indicam, pon-
derada pelas probabilidades de que tais paginas indiquem i. Desta
forma, se a pagina j possuir k; links e um desses links levar j para a

péagina i, entdo j passara — de importancia para i. Logo, o PageRank

k :
n'
2 : /
TG = A]Zk—,
i J

, J
da pagina i é dado por
onde Aj; € 1 se j acessa i e 0 caso contrario. Podemos representar

a relacdo acima por ™ = Pm, ou equivalentemente ! = 7! P!, onde
AN
T = (111, T, ,Tlyy) € pl = [k_]) . Além disso, o vetor m pode sempre
]

ser normalizado para que a soma de suas importancias totalize 1. Ob-
serve que P! seria uma matriz estocéstica, caso nao pudesse admitir
linhas nulas. Entretanto, na maioria dos casos isso ndo é possivel.
Para contornar essa situacdo, vamos considerar o seguinte ajuste em

P = (Pi]')I
(Pij/ Se ZPZ']' = 1,

1
1
E, Se Z.Pij = 0.
L 1

Logo, temos que H! = (H; ]-)T é a matriz de probabilidade de transicdo
de uma cadeia de Markov. Assim, vamos buscar por distribui¢des es-
tacionarias de H'. Para tanto, considere o seguinte processo iterativo

0 1
HT(k, onde n(. )= 2

! n
Para que o processo iterativo anterior convirja para a unica
distribuicdo estaciondria da cadeia de Markov, cuja a matriz de
transicio é H!, precisamos garantir que os estados da cadeia
satisfacam as condi¢Oes de ergodicidade, e isso nem sempre € possivel.
Para contornar essa situacdo, vamos considerar o seguinte ajuste

ergdodicoem H = (Hi]-):

Hi]'=<

k1) =

1”11...1“
G=aH+(1—a)=|: & . ¢

n_ll”' 14

onde « é a probabilidade de navegar em sequéncia.
Repare que quando chegamos em um estado recorrente, a cadeia fica
presa em loop, pois a pagina i leva a pagina j e vice versa. No entanto,

a matriz G foi definida de tal forma que quando a cadeia entra em um
l-«a

loop, ela consegue mudar para outra pagina com probabilidade

n
Portanto, a matriz G é uma matriz irredutivel e aperiddica, ou seja, G é
ergddica. Assim, a tinica distribuicdo estaciondria de G nos fornecerd
o vetor de importancias das paginas.

6. Conclusoes

Com esse projeto, além de aprofundar meu conhecimento em &reas
tdo essenciais da Matematica como Probabilidade e Algebra Linear,
tive a oportunidade de iniciar meus estudos em uma 4rea de pesquisa
tdo proficua e multidisciplinar, que sdo as cadeias de Markow.

7. Apoio Financeiro

Este projeto contou com o apoio financeiro da CNPq.
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