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1. Introducao

Em 1889, Guiseppe Peano apresentou em Arithmetica Principia Nova

Methodo Exposita pela primeira vez, uma construcao axiomatica dos numeros
naturais. Uma das primeiras consequéncias destes axiomas é a infinitude do
conjunto N, o que significa, de antemao, assumir a existéncia de um conjunto
infinito. Na década de 1940, Eilemberg e Mac Lane introduzem a teoria de ca-
tegorias no contexto da topologia algébrica. Diferente da teoria de conjuntos,

onde os conceitos sao definidos sobre elementos dentro de um conjunto, a teoria
de categorias trata de morfismos, ou seja, as relacoes entre os objetos definem
suas propriedades. No mesmo periodo, de forma independente, Lawvere, em co-
laboracao com 'Tierney, introduz o conceito de Topos Elementar, no contexto
da logica, de certa forma generalizando topos de Grothendieck.

2. Objetivos

Nos dias atuais, alguns trabalhos tem sido feitos visando uma unificacao da
matematica pela teoria de topos. Assim, surge a questao de obter uma carac-
terizacao da teoria de conjuntos dentro da teoria de topos. Dito isso, Lawvere
introduz o conceito de numero natural em um topos, reproduzindo os axiomas
de Peano em linguagem categorica, conseguinte, introduziremos uma construcao
dos nimeros naturais em termos de topos.

3. Resultados

Definicao: Dada uma categoria C, diremos que ela € um topos elementar
£, se for finitamente completa, finitamente co-completa, exponencial e possuir
objeto classificador €2.

Teorema da Recursao: Dado (X,x,g), donde X € Sets, x € X e
g : X — X, existe uma tunica funcao f : N — X tal que f(0) = x ¢
(go f)(n) = (f os)(n), ouseja, que faz o seguinte diagrama ser comutativo.

N—-N
Foo
X -4-X
Definicao: (Lawreve) Um objeto numero natural em um topos € é um ob-

jeto N, com as setas 1-9-N-*-N tal que para todo diagrama 1 -2-X %-X
em &, existe um unico morfismo N 1. X tal que o diagrama a seguir comute.

1 0.N-&-N
kvf 7
X X

Teorema 2: Em um topos £, se um objeto N tem um morfismo z : 1 — N
e s : N — N tal que o diagrama 1-#*-N-%-N ¢é um coproduto e tal que

id / . ~ / o /
N=5:N-1 é um coequalizador, entao N é um objeto nimero natural em &.

Definicao: Assumindo agora que N é um objeto ntimero natural de uma ca-

tegoria C com coprodutos binarios, definimos o endofuntor T' : C —— C por
X := 1+ X para os objetos X e para os morfismos f, T f := [idy, f].

rema 3: Seja C uma categoria cartesiano fechado e seja N um objeto

nimero natural em C. Entao para cada A, B € Cycom g € C(A,B) e
h € C(A X N X B, B), existe um tunico morfismo f : A X N — B que
faz os diagramas a seguir, comutarem em C

A X104 x N A X N- X0 A x N
’ﬁ’l lf f <idax,f>
A g B B rAXNXB

Usando o teorema anterior, definimos os morfismos adicao e multiplicacao em
um objeto numero natural N recursivamente, donde + : N X N — N e
- : N X N — N sao os unicos morfismos que fazem os seguintes diagramas
comutarem

N x 1 X0N « N- “Xs N x N
g‘ ‘—|— <ideNa‘|‘>
N N som N X N X N

N x 1 X0N « N- “Xs N x N
gl { <idN><N7'>

N N somlN X N X N

Com estes diagramas, € possivel mostrar todas as propriedades da soma e da

OO!N

multiplicacao.

4. Conclusao

Temos que a categoria de conjuntos fica entao caracterizada como um topos
com o axioma da escolha (uma secao 1 — X, para cada objeto X) e um ob-
jeto numero natural. Além disso, obtemos uma aritmetica num Topos. Resta a
questao de caracterizar o conceito de infinito em um topos, que sera tratado no
prosseguimento do trabalho.
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