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Da definição à automatização

Maxiel Alves de Oliveira - Universidade Federal de Viçosa.
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Introdução

Uma superfı́cie quádrica é uma superfı́cie que seus pontos podem ser descritos por meio
de uma equação quadrática nas variáveis x, y e z, cujos coeficientes são reais e os coefici-
entes dos quadrados de x, y e z não são todos nulos. Os coeficientes dos termos mistos
estão associados a uma rotação, enquanto os coeficientes dos termos de primeiro grau a
uma translação da quádrica. Caso algum destes coeficientes seja não nulo, a quádrica está
rotacionada e/ou transladada e sua identificação, em geral, não é imediata.

Objetivos

• Identificar superfı́cies quádricas, utilizando ferramentas tanto de Álgebra Linear, quanto
de Geometria Analı́tica;
• Fazer a implementação computacional da identificação de uma superfı́cie quádrica, por

meio de sua equação na forma geral.

Material e Métodos

A dissertação de Mestrado Profissional ”Superfı́cies Quádricas. Transformação das
Coordenadas.”, referência 2, foi base para pesquisa, sendo realizada uma leitura e
demonstração dos cálculos de todos os conceitos e resultados trabalhados. As outras
referências foram estudadas em paralelo para melhor compreensâo. Após isso, foi utili-
zado o software livre Maxima para a implementação computacional.

Identificação de superfı́cies quádricas utilizando ferramental de
Geometria Analı́tica

Dada a equação de uma quádrica da forma

ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + f yz + gx + hy + iz + j = 0 (1)

é calculado o determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣
a d/2 e/2

d/2 b f/2
e/2 f/2 c

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Caso o determinante acima seja não nulo, a quádrica é central. Caso contrário, a quádrica
é chamada não central.

Ao lidarmos com uma quádrica central, realizamos primeiramente uma translação, por
meio do sistema 

a d/2 e/2
d/2 b f/2
e/2 f/2 c



x0

y0

z0

 =

−g/2
−h/2
−i/2

 .
Dessa forma, a equação (1) se reduz a

a1x2
1 + b1y2

1 + c1z2
1 + d1x1y1 + e1x1z1 + f1y1z1 + j1 = 0.

A equação caracterı́stica de (1) é dada por∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 − λ) d1

2
e1
2

d1
2 (b1 − λ) f1

2
e1
2

f1
2 (c1 − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Sejam λ1, λ2 e λ3 as raı́zes da equação caracterı́stica. Substituindo λ1 em
(a1 − λ)l + d1

2 m + e1
2 n = 0

d1
2 l + (b1 − λ)m + f1

2 n = 0
e1
2 l + f1

2 m + (c1 − λ)n = 0,

obtemos −→p1 = (l1,m1,n1), direção principal associada à raı́z λ1. Escolha a solução de tal
forma que ∥ −→p1 ∥= 1. Do mesmo modo obtemos −→p2 = (l2,m2,n2) e −→p3 = (l3,m3,n3), direções
principais correspondentes às raı́zes λ2 e λ3, respectivamente. As direções principais
devem ser perpendiculares duas a duas e possuir norma igual a um.

Agora é feita uma rotação com
−→
i′ = −→p1,

−→
j′ = −→p2 e

−→
k′ = −→p3, por meio da equação de rotação,

ou seja, 
x1 = l1x2 + l2y2 + l3z2

y1 = m1x2 +m2y2 +m3z2

z1 = n1x2 + n2y2 + n3z2.

Como −→p1,
−→p2 e −→p3 são direções principais, a equação (1) se reduz a sua forma mais simples

λ1x2
2 + λ2y2

2 + λ3z2
2 + j2 = 0.

Uma quádrica central pode ser um ponto, um cone duplo, um elipsóide, um hiperbolóide
de uma ou duas folhas ou o conjunto vazio, a depender dos sinais de λ1, λ2, λ3 e j2.

Em uma quádrica não central, a rotação é realizada primeiramente, da forma que foi
apresentada acima. Em seguida a translação é feita pelo completamento de quadrados, a
fim de obter uma equação da forma

λ1x2
2 + h2y2 + i2z2 + j2 = 0.

Uma quádrica não central pode ser uma reta, um plano, dois planos paralelos, dois planos
que se interceptam, um cilindro elı́ptico, um cilindro hiperbólico, um cilindro parabólico,
um parabolóide elı́ptico, um parabolóide hiperbólico ou o conjunto vazio, a depender dos
sinais de λ1, λ2, ı2 e j2.

Identificação de superfı́cies quádricas utilizando ferramental de
Álgebra Linear

Podemos escrever a equação (1) utilizando matrizes como

XTAX + GX +
[
j
]
= 0.

Como A é simétrica, ela pode ser diagonalizada ortogonalmente, ou seja, existem matrizes
P e D tais que D = PTAP. Neste caso, teremos P−1 = PT.

As matrizes P e D são dadas por P =
[
v1 v2 v3

]
,D =


λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 e PT = P, nas quais v1, v2 e

v3 são os autovetores ortonormais associados aos autovalores λ1, λ2 e λ3, respectivamente.
Após a diagonalização, a translação é feita pelo completamento de quadrados, quando

necessária, a fim de obter a equação (1) em sua forma mais simples.

Conclusões

Desse modo, o estudo de quádricas é uma forma de aprimorar o senso crı́tico e
formalização de conceitos matemáticos através de encadeamento de ideias e raciocı́nio
lógico dedutivo. Além disso, a implementação computacional permitiu automatizar a
identificação de quádricas, promovendo uma economia de tempo e esforço.
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