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1. Introducao

A teoria de medida e integracdo é uma importante ferramenta desen-
volvida pelos mateméticos Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-
1866), Félix Edouard Justin Emile Borel(1871-1956) e Henri Léon Le-
besgue (1875-1941) no século XIX, quando os mateméaticos passaram
a se preocupar com a fundamentacdo da matemaética. Nessa época,
foram encontradas diversas fun¢des que ndo podiam ser integradas a
Riemann, o que deu inicio a integracdo de Lebesgue: um modelo de
integracdo que generaliza a integral de Riemann e que é amplamente
explorado na resolucdo de equacgOes diferenciais parcias em diversas
areas da matematica aplicada, como a engenharia e a fisica.

2. Objetivos

O objetivo deste trabalho é apresentar os principais resultados da
teoria de medida e integracdo, como o Lema de Fatou, o Teorema
da Convergéncia Monétona e o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue. Ademais, explicitaremos o comparativo do modelo de

integracdo de Riemann e Lebesgue através da integracdo da funcéao
de Dirichlet.

3. Material e Métodos

No desenvolvimento desse trabalho os resultados apresentados no
livro “The Elements of Integration and Lebesgue Measure”, referéncia
[1], foram estudados por meio de discussdes e apresentacOes semanais
junto a orientadora.

4. Funcdes Mensuraveis

Definicao 0.1. Uma familia o(X) de subconjuntos de um conjunto X é cha-
mada de o—algebra quando satisfaz:

(1) X,2 € 0(X).,
(i1) Dado A€ o(X) o complementar de A pertence a o(X);

©Q)
(iii) Se (An) é uma sequéncia de conjuntos em o(X), entdo a uniio UA”
n=1
pertence o(X).
Definicao 0.2. Uma funcgio f : X — IR é denominada X-mensurdovel
ou simplesmente mensurdvel se para cada niimero real a o conjunto
ix € X: f(x) > a} pertencer a 0(X)

5. Medida

Definicao 0.3. Medida é uma funcdo denotada por u de valores reais exten-
didos definida em uma o-dlgebra X de subconjunto de X tais que

(i) u(@) =0
(i1) u(E) = 0 para todo conjunto E € o(X)

(111) u possui a propriedade de ser aditivo contdvel, ou seja, se (E,) é uma
sequéncia disjunta de conjuntos em o(X) entdo

i\ En) = ) cEn
n=1 n=1

Lema 0.4. Seja u uma media definida em o(X).

(a) Se (Ey;) é uma sequéncia crescente em o(X), entdo ‘u( U En) = lim u(Eyp).
n=1
(b) Se (Fy) é uma sequeéncia decrescente em o(X) e se u(Fq1) < +oo, entdo

y( ﬂ Fn) = lim u(Fy).
n=1

Definicao 0.5. Um espaco de medida é uma tripla (X, 0(X), u) em que X é
m conjunto, o(X) é uma o-algebra de X e u é uma medida em o(X).
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Se existe um subconjunto N € o(X) com medida nula tal que uma
certa proposicao € satisfeita no complementar de N, entdo diz-se que a
medida p é quase toda parte em relacdo a essa proposicdao e denota-se
por u-q.t.p.. Dessa forma, diz-se que duas func¢des f e g sdo iguais
em quase toda parte quando f(x) = g(x) para todo x ¢ N, para al-
gum N € 0(X) com u(N) = 0 e denota-se f = g, u - q.t.p.. De forma
andloga, diz-se que uma sequéncia (fy;) de funcdes em o(X) converge
em quase toda parte se existe um conjunto N € ¢(X) com u(N) = 0 tal
que f(x) = lim f,(x) para x ¢ N. e denota-se f = lim f;, u — q.t.p.
Definicao 0.6. Se 0(X) é uma o-dlgebra de subconjuntos de um conjunto
X, entdo uma fungdo real A definida em o(X) é dita uma medida com sinal
quando satisfaz

(i) A(@) =0

(i1) Se (Ey) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em o(X), entio

A U En) = Z A(Ey).
n=1 n=1

6. Funcoes Integraveis

Definicao 0.7. Uma fungdo de valores reais é simples se assume apenas um
numero finito de valores. Uma funcdo ¢ é mensurdvel simples se pode ser

representada como
n

¢ =) aXE (1)

j=1
onde os aj € R e Xg; éa fungdo caracteristica do conjunto E; € o(X).

Definicdo 0.8. Seja @ uma funcio simples pertencente a M™ com a
representacdo padrdo. A integral de @ com respeito a medida u definida

por
n

f@dﬂ = Zﬂj#(Ej)-

j=1
Teorema 0.9 (Teorema da Convergéncia Mondétona). Se (f;) é uma
sequéncia mondtona crescente de fungdes em M™ (X, 0(X)) que convergem

para f, entio
ffd‘u = lim ffnd‘u.
Lema 0.10 (Lema de Fatou). Se (f;;) pertence a M (X, o(X)), entdo

f (liminf f;;)du < liminf f fudu.

7. Integral

Definicao 0.11. A colegio de fungdes integriveis L = L(X,0(X), u) de
fungdes integrdveis consiste em fungoes o(X)-mensurdveis de valores reais de-
finidas em X tais que as partes positiva e negativa de f tem integrais finitas com

respeito a y. Em outras palavras, quando f ffdu < +ooe f fdu < 400

define-se a integral de f como

ffdu=ff+du —ff‘du-

Mais ainda, se E é um conjunto pertencente a o(X), entdo a integral de f em
E com respeito a u é definida por

| siu= | rrau = [ ran

Lema 0.12.Seja f € L. Se A : 0(X) — R é uma fungio definida por
AME) = fE fdu entido A é uma medida com sinal.

Definicao 0.13. A funcgio A definida no lema acima é denominada integral
indefinida de f com respeito a u. Além disso, A é uma medida com sinal,

assim a integral indefinida de uma funcdo em L é contdvel aditiva, isto é, se
(G Q)

(En) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em o(X) tais que E = U E;.,

fEfdu =g1fEnfdu-

~ n=1
entao

Teorema 0.14. Uma funcdo mensurdvel f pertence a L se, e somente se, |f]
f fdy‘ < f fldp.

Teorema 0.15. A multiplicacio af em que @ € R e a soma f+ g em L
pertencem a L, isto é,

focfdu=affdu e f(f+g)d#=ffdu +fgdu-

O teorema da convergéncia dominada de Lebesgue é uns dos prin-
cipais resultados desta apresentacdo, pois ele permitird afirmar que
uma funcdo mesurdvel é integravel quando esta for o limite de uma
sequéncia de fun¢des integraveis dominada por uma funcdo integravel
g, em outras palavras

pertence a L. Nesse caso,

Teorema 0.16 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f;) uma
sequéncia de fungdes integrdveis que converge em quase toda parte para uma
funcdo mensurdvel f. Se existe uma funcgdo integrdavel g tal que |fy| < g para
todo n € IN, entdo f é integrdvel e

f fdu = lim f Fady.

8. Riemann x Lebesgue

Finalmente, seré feito um comparativo entre a integral de Riemann e a
integral de Lebesgue por meio da func¢do de Dirichlet, que é integravel
a Lebesgue e ndo a Riemann. Considere a funcao f : [0,1] — R defi-
nida por

|1 se xe[0,1]NQ
f(x)_{() se xe€[0,1]1-0 (2)

Se P é uma particdo qualquer de [0,1], essa parti¢do possui ntiimeros
racionais e irracionais. Entdo a soma inferior de f relativa a particao
P vale 0, enquanto a soma superior vale 1. Consequentemente, a in-
tegral inferior de f vale O e a superior vale 1. Assim, a integral de

1
Riemann f f(x)dx ndo existe.
0

Por outro lado, como a medida de Lebesgue de um conjunto enu-
meravel é nula e Q N[0, 1] é enumeravel, segue que a fungao f é nula,
exceto no conjunto QN [0, 1] que tem medida nula. Portanto, a integral
de Lebesgue de f vale 0, ou seja, f é integravel a Lebesgue, embora
ndo seja integravel a Riemann.

9. Conclusoes

Henri Lebesgue desenvolveu uma nova integral em que o foco é a
imagem da funcdo e ndo o dominio, como na integral de Riemann.
A medida de Lebesgue generaliza os conceitos de comprimento na
reta, 4rea no plano, volume no espaco e estd definida para uma ampla
familia de subconjuntos denominados o-algebra.

A integral de Lebesgue é a generalizag¢do do conceito de integral de
Riemann e apresenta diversas vantagens em relacdo a integral de Ri-
emann, sobretudo em relagdo a convergéncia. Com efeito, ndo exitem
versOes a Riemann de teoremas como o Teorema da Convergéncia
Monoétona, Teorema da Convergéncia Dominada e o Lema de Fatou,
apresentados neste trabalho.

Concluindo, a integral de Lebesgue permite integrar func¢des que ndo
possuem nenhum ponto de descontinuidade, como visto no exemplo
apresentado.

10. Apoio Financeiro

Este projeto contou com o apoio financeiro da CNPq.

11. Referéncias Bibliograficas

[1] BARTLE, R. G., The Elements of Integration and Lebesgue Measure,
John Wiley Sons, 1975.

[2] CANCELIER G., Uma introdugio a Teoria de Medida e Integragdio,
Universidade Federal de Santa Catarina, 2019.




