N

Edson José Teixeira

1. Introducao

A Teoria da Medida é um ramo da matematica que teve como princi-
pais desenvolvedores trés matemaéticos, a saber, Emile Borel, Henri Le-
besgue e Constantin Carathéodory. Essa teoria consiste basicamente
em associar uma medida (um ntamero real positivo) a cada conjunto,
de uma determinada familia de subconjuntos, de um determinado
espaco e definir uma teoria de integracdo para func¢des que assumem
valores neste respectivo espaco. A Teoria da Medida é uma ferramenta
essencial no estudo de equagdes diferenciais parciais, que constituem
uma ferramenta importante na modelagem de problemas naturais.
Além disso, é também muito aplicada em estatistica, na probabili-
dade. Podemos estudar diferentes tipos de medidas, como a medida
de contagem, medida de Lebesgue, de Hausdorff, entre outras.

2. Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo estudar a Medida e a Integral
de Lebesgue no espac¢o Euclidiano de dimensdo n, bem como algumas
de suas aplicacoes.

3. Material e Métodos

A metodologia adotada consistiu em reunides semanais com o ori-
entador, onde foram discutidos os temas mais complexos do projeto.
O livro texto utilizado nessa pesquisa se encontra na primeira re-
feréncia. As demais referéncias citadas foram utilizadas como biblio-
grafias complementares.

4. Revisao de literatura

A Medida de Lebesgue

Notacao 1. Indicamos por R a reta real, isto é, o conjunto dos niimeros reais.
Indicamos por R a reta real estendida, ou seja, R =RU {—00, 0}. Dados
a,b € R com a < b, indicamos por |a, b| qualquer um dos intervalos [a, b],
la,b), (a,b] e (a, D).

Definicao 2. Se | = |a,b|, definimos o comprimento do intervalo | por
{(]) = b —a, convencionando que {(|oo, oo|) = {(| — o0, —o0]) = 0.

Definicao 3. Dados a,b € ﬁn, escrevemos a < b se a; < b;, para todo

1 € {1,2,--- ,n} e definimos [a,b] = ][] [ai,_bi]. Dessa_forma, la,b| =

1<i<n
11 la;, bj|, denominado paralelepipedo ou intervalo, indica qualquer um
1<i<n
dos produtos de representantes de |a1,b1l, -+ - , lan, byl
Definicao 4.Se | = |a,b| C ﬁn, o seu volume é definido por {(|a, b|) =

I1 €(la;, b;]), em que é convencionado que oo -0 =0 - co = 0.
1<i<n

Definicao 5. Uma medida exterior, sobre um conjunto E, é uma funcio
u:P(E) — [0, oo] que satisfaz as sequintes propriedades:

() () =0
(ii) u* é subaditiva, ou seja, se A C |J Ay, entido u*(A) < ), u*(Ap).
k=1

keN
Definic¢ao 6. Seja A ¢ R", definimos

m*(A) = m}(A) = inf{Z f(lk),’ U Ik D) A}.

k=1 kelN

A fungio m* : P(R"™) — [0, oo] é uma medida exterior, chamada de medida
exterior de Lebesgue de dimensdo n.

Agora, vamos generalizar a no¢do de 4rea em R? e volume em

R3. Seja | = |a,b] € R", em que a,b € R" com a < b. Entéo,
m ()=t = || @i-ap.
1<i<n

Definicao 7. Diremos que A C P(E), A # 0 é uma o-dlgebra, sobre E, se
valem as sequintes propriedades:

i) Se A € A, entdo A¢ € A.

11) Se A € A,k € N, entdo |J A € A.
keIN
Definicao 8. Uma medida sobre um conjunto E é um par (A, u), em que

A C P(E) é uma o-dlgebra e u é uma fungio u : A — [0, oo] que satisfaz as
sequintes propriedades:

1) u(¢) =0

11) u é o-aditiva, isto é, dados conjuntos Ay € A, k € IN, dois a dois disjuntos

U Al = Z H(Ag).
k=1

keIN
inicao 9. Diremos que um subconjunto M C R" é mensurdvel, se para
c R", temos m*(X) = m*(X N M) + m*(X N M°).

10. Indicamos por M(R"), ou simplesmente por M, a classe de
beconjuntos mensurdveis de R".

temos U

Seja m* a medida exterior de Lebesgue no R". Entdo
(R™) é uma o-dlgebra.
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ii) A restrigdo m de m* a o-dlgebra M(IR"™) é uma medida, chamada de
medida de Lebesgue de R".
111) Todo conjunto de medida exterior nula é mensurdvel.
Teorema 12. i) Qualquer intervalo | C IR" é mensurdvel.

i1) Todo subconjunto aberto ou fechado de R" é mensurduvel.

Fun¢des Mensuraveis
Defini¢do 13. Seja E ¢ R" um conjunto mensurdvel. Diremos que uma
funciio f : E — R é mensurdvel, se satisfaz uma das condigdes (equivalentes)
a seguir:
1) Para todo a € R, o conjunto f‘l((oc,+oo]) = {x € E;f(x) > a} é
mensurdovel.
ii) Para todo & € R, o conjunto f~1([a, +00]) é mensurdvel.

111) Para todo a € R, o conjunto f‘l([—OO,oz)) = {x € E;f(x) < a} é
mensurduvel.

iv) Para todo a € R, o conjunto f~1([—co, a]) é mensurdvel.

Teorema 14. Seja E C R" um conjunto mensurdvel. Entdo toda fungio
continua f : E — IR é mensurdvel.

Definicao 15. Seja E um conjunto mensurdvel. Diremos que uma proprie-
dade P vale quase sempre (q.s.), se 0s pontos de E para os quais P nio estd

definida ou entdo para os quais P ndo vale, formam um conjunto de medida
nula.

A Integral de Lebesgue

Definicao 16. Dado um conjunto mensurdvel E, uma funcdo simples ¢ :
E — R é uma combinagio linear finita de fungdes caracteristicas de subcon-

k
juntos mensurdoveis Eq,- -+ ,Ey de E, isto é, p(x) = ). cjxg,(x), com c; € R.

1=1
Definicao 17.S5e ¢ é uma funcdo simples positiva, com representacdo

p p
candnica ¢ = Za]-)(A].(x), definimos fE ¢ = j}; P(x)dx = Z“jm(Aj)'

=1 =1

em que
(i) A; ﬂA]- =0,sei# j;
(i1) a; + aj, se = j,’
000 P
(1ii)) E= | A]-.
=1
Teorema 18. Sejam E um conjunto mensurdvel e uma fungio mensurdvel
f : E — [0, +00]. Existe uma sequéncia crescente de fungdes simples positivas

D1 S bn < P, tal que sup y(x) = f().
keIN

Notacao 19. Seja E mensurdvel. Denotamos por S4(E) o sequinte conjunto
S+(E) ={d : E = Ry; ¢ ésimples}.
Definicao 20. Seja f : E — [0, +o0] uma fungdo mensurdovel. Entdo

ff(x)dx = sup {f pdx; @ € Sy(E)ed < f}
E E

Observacao 21. Sejam f, g : E — [0, +00] fungdes mensurdveis.

1) Se f = g g.s., entio ff = fg.
E E
i1) f = 04g.s. se, e somente se, ff = 0.
E

Lema 22 (Lema de Fatou). Se fi : E — [0, oo] é uma sequéncia de fungoes
f<lim | fi<oco.
E keN VE

Teorema 23 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja fi : E — [0, oo]
uma sequeéncia de fungdes mensurdveis tais que fr. — f g.s., em que fi < f,
para todo k € IN. Entdo, f f=1lm | fi<oo.

E k—oo JE
Definicao 24. Seja E um conjunto mensurdvel e f : E — [0,00] uma

mensurdveis tal que fi, — f g.s, entdo

funcdo mensurdvel. Diremos que f é integrdvel se | f < oo. Dire-
E

mos que f : E — R ¢é integrdvel se fy e f— sdo integrdveis e definimos

[r={r-[r

Teorema 25 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja
fr + E = R uma sequéncia de fungdes mensurdveis tal que fi. — f g.s. e tal

que existe ¢ € L1(E), com |fi| £ ¢ g.5. Entdo existe lim ffk = ff
E

k—oo JE

5. Resultados

Dada uma funcdo ¢ : X X E — R para todo x € X e t € E escrevemos
O*(t) = di(x) = P(x, t) e temos as fungdes ¢* : E - R e ¢y : X — R.
Teorema 26. Seja X um espaco métrico e E um conjunto mensurdvel. Seja
xg € Xed: XXE — Rtal que

i) Para todo x € X a fungdo ¢* é mensurdovel.

11) Para quase todo t € E a funcdo ¢y é continua no ponto x.

111) Existe ¢ € L1(E) tal que |p(x,t)| < g(t) para todo x € X e quase todo
t € E.
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Entdo a funcido x € X — ¢(x) = f O(x, t)dt € R é continua no ponto x.
E
Exemplo 27. Seja f1 € L1(IR") e f» € C*(R"), isto é, f» : R" — R é fungio

continua limitada. Para todo x € R" definimos

(f2* fO)(x) = [f2(F) = f1(1)](x) = " fo(x = 1) f1()dt.

Entdo, f+ f1 € C*(R") e llfo * AAll < llf2llllf1lly em que, ||kl = sup |h(x)| e

xeR”
I = | ircar

fo * f1 se denomina de produto de convolugio de fp por f1.
Aplicagdo 28. Seja ug € £1(IR). Para todo (x,t) € R X (0, 00) defina

— [ O
ug(s)e 42 ds.
ZLZX/E —00

Entdo a funcdo u é continua e para cada T > 0 ela é limitada em R X [, 00).
Aplicacao 29. Seja ug € L1(IR). Para todo (x,y) € R X (0, o) defina

u(x, y) = - f_ e —Y——

Moo (X =12+ y?

u(x,t) =

Entdo a fungio u é continua e para cada a > 0 ela é limitada em R X [a, 00).

Defini¢ao 30. Dado um aberto QO € R" e um inteiro m indicamos por
CU(Q) o conjunto das funcies f : Q — R que para qualquer p =
(p1,- ,pn),pi € NU{O} com [p| = p1 + - -+ + pn < m tem derivada

Pl

DPf =
8x’191c9x§2 SR Rt

continua (fazemos a convencio de que DVf = f). Quando, além
disso, todas as DPf sdo limitadas, escrevemos f € Cim)(Q). Escreve-

mos f € C®)(Q) |f € Cioo)(Q)] se para todo inteiro m tivermos f €
cm@|fec™@).

Exemplo 31. Sejam m € Z oum = oo, {1 € L1(R) e fp € C,Em)(R X (c,d)),
entdo f, : £ € C"(R x (c,d)) e DPI( : f1) = (DPf>) : f1 para lp| < m.
Aplicacao 32. Seja ug € L1(R). Para todo (x,t) € R X (0, 00) defina

[
ug(s)e 42t ds.
ZCZX/E —00

Entdo, u € CI®N(R x (0,00)) e u satisfaz a equacio diferencial parcial
M _ azé’z_u isto é, a equagdo do calor
T |

Aplicacao 33. Seja ug € L1(R), para todo (x, y) € R X (0, o) definimos
e,y == [ ol —I—

Moo (X =12+ y?

u(x,t) =

?u  J%u B

Entdo, u € C(OO)(]R X (0, 00)) e u satisfaz a equagio Au = + =
ox?  Jy?

0,

isto é, u é uma funcdo harmonica.

6. Conclusoes

Foi possivel, dentro deste projeto de Inici¢do Cientifica, fazer algu-
mas aplicacdes dos conceitos estudados. Isso permitiu a bolsista uma
visdo mais aplicada da matemadtica. Esse contato com as aplica¢des
é, em geral, uma deficiéncia muito comum dos cursos de Graduacao
em Matemadtica, tanto no Bacharelado quanto na Licenciatura. Sendo
assim, essa pesquisa propiciou uma complementacdo significativa na
formacao da bolsista.
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