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1. Introducao

Modelos matematicos para um grande numero de problemas na ciencia podem ser reduzidos
ao desafio de encontrar solucgoes para equagoes da forma ®(x) = p. Em particular, equagoes
diferenciais, equacoes integrais e equacoes integro-diferenciais podem ser formuladas desta
maneira em espacos de dimensao infinita. Em um projeto anterior a este, discutimos sobre a
teoria do grau de Brouwer, que ¢é aplicavel no estudo de equacoes da forma ®(x) = p, em que
® é um operador definido em um espaco de dimensao finita . Nesse sentido, é natural buscar-
mos por uma extensao do grau topoldgico para espacos de dimensao infinita. Entretanto, em
espacos de dimensao infinita, conjuntos limitados nao sao relativamente compactos. Como
consequencia desse tato, nao € possivel definir grau para operadores simplesmente continuos.
Este fato levou Jean Leray e Juliusz Schauder a mostrar, em 1934, que existe uma versao
similar da teoria do grau em dimensao finita (Grau de Brouwer) para espacos de dimensao
infinita. No estudo de equacoes diferenciais parciais e ordinarias, por exemplo, a teoria
do grau de Leray-Schauder é uma importante ferramenta para se estabelecer resultados de
existencia de solucoes e existencia de continuum de solucoes para problemas de autovalor.
Nesse sentido, o foco deste trabalho é o estudo do grau de Leray-Schauder, suas principais
propriedades e aplicacoes.

2. Objetivos

O objetivo deste projeto é apresentar o grau topologico de Leray-Schauder e exibir algumas
de suas propriedades, dentre as quais destaco a propriedade de existéncia de solucao, que
relaciona o grau de uma aplicacao ® com a existéncia de solucoes para a equagao P(x) = p,
e a invariancia homotopica, uma ferramenta que nos permite tirar conclusoes sobre o grau
de uma determinada funcao a partir do grau de fungoes mais simples que possam ser de-
formadas continuamente na primeira. Por fim, exploraremos aplicacoes do grau topologico.
Dentre essas aplicacoes, discutiremos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder e veremos como
esse resultado nos auxilia a estabelecer resultados de existencia de solucoes para equacoes
diferenciais ordinarias.

3. Metodologia

O desenvolvimento deste trabalho consistiu no estudo de livros e artigos relacionados ao
tema proposto. Foram dedicadas 16 horas semanais para estudo do conteudo estabelecido,
sendo que 2 dessas horas foram usadas para discussoes com a orientadora.

4. Resultados

Antes de apresentar a definicao do grau de Leray-Schauder, vamos introduzir o conceito de
operador compacto:

Definicao 1 Sejam V, X dois espacos vetorias normados e D C V. Dizemos que
T :D — X é compacto se:

1.T" € continuo;
2.T(A) é compacto, para todo A C D limitado.

Definicao 2 (Grau de Leray-Schauder) Sejam T : D — X compacto, ® =1 —T e
p & ®(0D). O grau de Leray-Schauder de ® em p com respeito a D € definido pelo
Grau de Brouwer d(®, D,,p), onde ® =1 —T, com T : D — X sendo compacto, tal
que |Tx — Tx| < di(p, ®(OD)), para todo x € D e T € de dimensao finita, D, = DNV
e V' € qualquer subespaco vetorial de dimensado finita contendo p e T(D).

A seguir apresentamos as principais propriedades do grau introduzido acima:
Teorema 1 As sequintes afirmacoes sao satisfeitas:
1. (Normalizacao) d(I, D,p) =1, para todo p € D;
2.d(I,D,p) =0, para todo p & D;
3. (Propriedade de solucdo) Se d(I,D,p) # 0, entdo existe x € D tal que (x) = p;

4. (Invariancia sobre Homotopia) Assuma que H D x [0,1] — X ¢é uma homotopia
de operadores compactos em D. Defina &, .= I — H(-,t), t € |0,1] e assuma que
p &€ ®:(0D), para todo t € |0,1]. Entdo d(®y, D,p) € independente de t.

O item 3 do teorema anterior é conhecido como propriedade de solucao, e garante que se
(I,D,p) # 0 entao a equacao ®(x) = p tem pelo menos uma solucao em D. Ja o item 4
s permite tirar conclusoes sobre o grau de uma determinada funcao a partir do grau de
oes mais simples que possam ser deformadas continuamente na primeira.

ma 2 (Teorema do ponto firo de Schauder) Sejam D um subconjunto aberto, li-
e convexro de um espaco de Banach X, tal que 0 € D el : D — X é compacto,
) C D. Entao T tem um ponto firo em D, isto €, existe x € D tal que

Demonstracao: Sem perda de generalidade, assuma que
T(x)# x, para todo x € dD, (1)

caso contrdrio, nao haveria nada a ser provado. Nesse caso, podemos definir o grau
d(I —T,D,0), restando assim provar que d(I — T, D,0) # 0. Para isso, defina

H(x,t) =tT(x),t€[0,1l,x €D e ®x):=d(x,t) =z —tT(x).

Claramente, H € uma homotopia de operadores compactos.

Afirmacao: ®,(x) # 0, para todo (x,t) € |0,1] x ID.

De fato, suponha por hipotese de contradicao que existam xqg € 0D e ty € |0,1]
tais que P(xg,ty) = 0, entao xy = tyT(xy). Por (1), seque que ty < 1. Desde
que T(E) C D, temos que T(xy) € D. Assim, ty < 1 e D convezo, implicam que
(1 —19)0 + toT(xg) = toT(xo) € D, contradizendo o fato de tyT(xg) = x¢ € OD.

Pela Afirmacao e pelo Teorema 2, seque que d(I — T, D,0) = d(I,D,0) = 1, porque
0 € D. Finalmente, seque da propriedade de solucdo que existe x € D tal que T(x) = x.

5. Aplicacoes

Definicao 3 Seja ) uma regigo limitada do R" e g : QxR = R. Parau: ) — R con-
tinua, definimos o operador de Neymistki por v(u) : Q@ — R por v(u)(z) = g(z, u(x)).

Sejam k : [0,1] x [0,1] — R uma funcao continua e K : C([0,1],R) — C([0,1],R) o
operador definido por

K(u)(t):/O k(s,t)u(s)ds.

O grau de Leray-Schauder é uma importante ferramenta no estudo de existencia de solucao
para a equacao integral

u = K(y)(u) (2)

Teorema 3 Assuma que g € uma funcao continua e limitada. Entao a equacdo (2)
admite pelo menos uma solucao.

Aplicaremos o teorema do ponto fixo de Schauder. Como ¢ ¢é limitada, existe M > 0 tal
que ||K ovy(u)|| < M, para todo u € C([0,1]). Desse modo, para A € [0,1] v ||u|| < 2M
temos [|AK (y(u))|| < AM. Portanto ||u — K(v(u))|| > 2M — AM > 0. Assim, existe
u € Bopr(0) tal que

ult) = /O k(s. £)g (s, u(s))ds.

Corolario 1 Se g € limitada entao a equacao

—u"(t) = g(t,u(t)), u(0)=wu(l)=0
admaite uma solucao.
Demostracao: Basta tomar
k(s 1) = (1—1t)s, parasé€ ;O,t;
(1—=s)t paras €|t 1],

no Teorema 3.

6. Conclusoes

A teoria do grau é uma poderosa ferramenta matematica, com aplicacoes em Equacoes
Diferenciais, Topologia e Sistemas Dinamicos. Com esse projeto, além de aprofundar meu
conhecimento em areas tao essenciais da Matematica como Analise no R", Andalise Funcio-
nal e Topologia, tive a oportunidade de iniciar meus estudos sobre um assunto amplamente
explorado em topicos de pesquisa avancada em matematica.
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