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1. Introdução

Para entender os diferentes modelos que são utilizados
para representar a dinâmica de populações, temos a
equação geral da taxa de crescimentos populacionais.

dN

dT
= rN (1)

Onde,
• dNdT é a taxa de crescimento da população em um dado
instante.

•N é Tamanho da população.
• T é o tempo.
• r é a taxa de crescimento per capita.

A equação (1) é bastante geral, e nós podemos derivá-la
em formas mais especı́ficas para descrever os dois tipos
de modelos de crescimento: o exponencial e o logı́stico.

2. Crescimento Exponencial

Quando a taxa per capita de crescimento (r) assume o
mesmo valor positivo (constante), independentemente do
tamanho populacional, então temos crescimento exponen-
cial.

N(t) = Aert (2)

3. Crescimento Logı́stico

Quando a taxa per capita de crescimento (r) diminui à me-
dida que a população aumenta em direção ao seu limite
máximo, então temos um crescimento logı́stico.

N(t) =

(
K

1 + Ae−rt

)
(3)

4. Equação de Difusão no Modelo de Spruce
Budworm

O Spruce Budworm (Choristoneura fumiferana) é uma ma-
riposa nativa da América do Norte que se alimenta princi-
palmente de abeto balsâmico. As árvores geralmente mor-
rem após quatro ou cinco anos consecutivos de perda se-
vera de todas ou da maioria das folhas.

Ludwig (1978) considerou que a dinâmica populacional do
Budworm foi modelada pela equação:

dN

dT
= r.N(1− N

K
)− β N2

α +N2
(4)

Podemos perceber que foi adicionando um termo de
predação, pois agora estamos considerando a existência
de outra espécie (2 populações) em um determinado am-
biente. A partir daı́, podemos adimencionalizar a nossa
equação e trabalhar com parâmetros simplificados. Sendo
a nossa nova equação:

f (u,R,Q) = R(1− u

Q
)− u

1 + u2
(5)

Que é uma equação facilitadora para chegarmos ao nosso
objetivo principal que é encontrar os pontos de equilı́brio.
O ponto de equilı́brio nos informa o futuro/rumo que uma
população irá tomar e é basicamente quando o cresci-
mento da mesma se torna estável.
Temos aqui, o gráfico que representa a equação (5) com
todos os seus pontos de equilı́brio representados e respei-
tando os valores de seus parâmetros.

5. Spruce Budworm com Difusibilidade

Quando se trata de difusibilidade, já temos uma equação
pronta. Sendo ela:

∂u

∂t
= f (u) +

∂2u

∂x2
(6)

Com x representando a posição da espécie. Onde,

f (u) = Ru(1− u

Q
)− u2

1 + u2
(7)

• O que é difusibilidade?

Difusibilidade é a maneira como as espécies se deslocam
dentro de um determinado ambiente.

Foi visto em estudos anteriores que existe uma relação en-
tre os parâmetros R,Q e f (u). Ou seja, existem intervalos
para R e Q onde f (u) possui três soluções não nulas.

• Um dos objetivos principais aqui, é justamente encon-
trar a existência de soluções de ondas viajantes entre os
pontos de equilı́brio da equação 6.

Para começar, é necessário que tenhamos uma variável de
onda, sendo ela:

u(x, t) = U(z) com z = x− ct
Onde, c representa a velocidade de onda, ou seja, a rapi-
dez do deslocamento de uma determinada espécie. Já o
termo x, é a posição da espécie conforme falado anterior-
mente.

Utilizando a variável de onda na equação, vamos obter:

ut = dU
dz .

dz
dt =

dU
dz (−c) = −cU

′

ux = dU
dz .

dz
dx = dU

dz = U ′

uxx = dU ′

dz = U”

Fazendo substituições, teremos:

U” + cU ′ + f (u) = 0 (8)

Podemos escrever a equação (8) como um sistema de
equação de primeira ordem.{

U ′ = V

V ′ = −cV − f (U)
Como já vimos anteriormente, as raı́zes de f (u) são
(0, u1, u2, u3) . Logo, as soluções desse sistema são

(0, 0), (u1, 0), (u2, 0)e(u3, 0). (9)

6. Estabilidade dos Pontos de Equilı́brio

Conseguimos também vizualizar o que acontece nas
vizinhaças dos pontos crı́ticos através de autovalores e
considerando f (U, V ) = V e g(U, V ) = −cV − f (U).

J =

[
f (U,V )
∂U

f (U,V )
∂V

g(U,V )
∂U

g(U,V )
∂V

]
=

[
0 1

−f ′(u) −c

]
Daı́, teremos um polinômio caracterı́stico:

det(λI − J) = det =

[
λ −1

−f ′(u) λ + c

]
λ2 + cλ + f ′(u) = 0

O que nos dá autovalores para λ, sendo eles:

λ =
−c±

√
c2 − 4f ′(u)
2

(10)

λ seria o nosso autovalor da matriz jacobiana. Onde pode
ser analisado a estabilidade dos pontos de equilı́brios (9)
através do comportamento do autovalor em cada um dos
pontos de equilı́brio.

7. Solução de Ondas Viajantes para o Modelo de
Spruce Budworn

Podemos também analisar a velocidade de onda c e ver o
que acontece com os gráficos do nosso modelo de Spruce
Budworm com difusibilidade quando o mesmo assume va-
lores maiores que zero, menores que zero ou até mesmo
ser nulo. Onde chamamos o mesmo de plano de fases.

O plano de fase para equação final da nossa matriz jaco-
bianna com constantes R = 0.5, Q = 10 e c = 3, e divisão
domı́nio em regiões d1, d2ed3.

• a - As ondas viajantes no região d1 no plano de fase.

• b - As ondas viajantes no região d2 no plano de fase.

• c - As ondas viajantes no região d3 no plano de fase.

Como vimos a equação (10) pode nos dar quatro pon-
tos crı́ticos como (0, 0), (u1, 0), (u2, 0)e(u3, 0) variando os
parâmetros R e Q. Neste caso temos no plano de fase
a origem como nó estável para c suficiente grande ( c >
2
√
f ′(0) ) e (u1, 0), (u3, 0) como ponto da sela pois f ′(u1) <

0 e f ′(u2) < 0 e temos autovalores como

λ1 =
−c+
√
c2−4f ′(0)
2 λ2 =

−c−
√
c2−4f ′(0)
2

respectivamente, portanto obtemos o seguinte gráfico:

• a - O plano de fase para equação resultado da nossa ma-
triz jacobiana caso só existem dois pontos de equilı́brio
u1 e u3 com constanters R = 0.5, Q = 7.414 e c = 3.

• b - Ondas viajantes para equação Budworm com dois
pontos de equilı́brios.
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