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1. Introducao

Para entender os diferentes modelos que sao utilizados
para representar a dinamica de populacoes, temos a
equacao geral da taxa de crescimentos populacionais.

dN

Onde,

- 42 ¢ a taxa de crescimento da populagdo em um dado

instante.
« N € Tamanho da populacao.
T é o tempo.
 r € a taxa de crescimento per capita.

A equacao (1) é bastante geral, e nds podemos deriva-la
em formas mais especificas para descrever os dois tipos
de modelos de crescimento: o exponencial e o logistico.

‘ 2. Crescimento Exponencial |

Quando a taxa per capita de crescimento (r) assume 0O
mesmo valor positivo (constante), independentemente do
tamanho populacional, entao temos crescimento exponen-
cial.

N(t) = Ae" (2)
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‘ 3. Crescimento Logistico |

Quando a taxa per capita de crescimento (r) diminui a me-
dida que a populagcao aumenta em direcao ao seu limite
maximo, entao temos um crescimento logistico.

N0 = (1) 3)
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4. Equacao de Difusao no Modelo de Spruce
Budworm

O Spruce Budworm (Choristoneura fumiferana) € uma ma-
riposa nativa da América do Norte que se alimenta princi-
palmente de abeto balsamico. As arvores geralmente mor-
rem apos quatro ou cinco anos consecutivos de perda se-
vera de todas ou da maioria das folhas.
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Ludwig (1978) considerou que a dinamica populacional do
Budworm foi modelada pela equacao:

dN N N?

T = r.N(1 K) ﬁa N (4)
Podemos perceber que foi adicionando um termo de
predacao, pois agora estamos considerando a existéncia
de outra espécie (2 populacdes) em um determinado am-
biente. A partir dai, podemos adimencionalizar a nossa
equacao e trabalhar com parametros simplificados. Sendo

a nossa nova equacao:

Uu u

fluRQ) = RO~ 5) = 10 5)

Que € uma equacao facilitadora para chegarmos ao nosso
objetivo principal que é encontrar os pontos de equilibrio.
O ponto de equilibrio nos informa o futuro/rumo que uma
populacdo ira tomar e é basicamente quando o cresci-
mento da mesma se torna estavel.

Temos aqui, o grafico que representa a equacao (5) com
todos os seus pontos de equilibrio representados e respei-
tando os valores de seus parametros.
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‘ 5. Spruce Budworm com Difusibilidade |

Quando se trata de difusibilidade, ja temos uma equacao
pronta. Sendo ela:

ou O0%u
o fu) + 92 (6)

Com z representando a posi¢cao da espécie. Onde,

u u2

S )

f(u) = Ru(

« O que é difusibilidade?

Difusibilidade € a maneira como as espécies se deslocam
dentro de um determinado ambiente.

Foi visto em estudos anteriores que existe uma relagao en-
tre os parametros R, e f(u). Ou seja, existem intervalos
para R e Q onde f(u) possui trés solugoes nao nulas.

« Um dos objetivos principais aqui, é justamente encon-
trar a existéncia de solucdes de ondas viajantes entre 0s
pontos de equilibrio da equacao 6.

Para comecar, é necessario que tenhamos uma variavel de
onda, sendo ela:

u(x,t) =U(z)comz=x —ct

Onde, c representa a velocidade de onda, ou seja, a rapi-
dez do deslocamento de uma determinada espécie. Ja o
termo x, € a posicao da espécie conforme falado anterior-
mente.

Utilizando a variavel de onda na equacao, vamos obter:

_dU dz __ dU - /
R o
_ Z _

Ul = dz “dx _, dz =U

_du” _ >
UTT = 7 =U

Fazendo substituicoes, teremos:

U +cU' + f(u) =0 (8)

Podemos escrever a equacao (8) como um sistema de
equacao de primeira ordem.

U=V

V' = —cV — f(U)
Como ja vimos anteriormente, as raizes de f(u) sao
(0,ul,u2,u3) . Logo, as solugcoes desse sistema sao

(0,0), (ul,0), (u2,0)e(u3,0). (9)
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‘ 6. Estabilidade dos Pontos de Equilibrio |

Conseguimos também vizualizar 0 que acontece nas
vizinhacas dos pontos criticos através de autovalores e
considerando f(U,V)=V e g(U, V)= —cV — f(U).

I= | o) o) | = | = plw) —c

|90 ov

Dai, teremos um polinébmio caracteristico:
A —1

det(\] — J) = det = [_f,(u) At C]

M4+ eh+ fl(u)=0

O que nos da autovalores para A, sendo eles:

\ - —c++/c? —4f(u)
B 2

A seria 0 nosso autovalor da matriz jacobiana. Onde pode
ser analisado a estabilidade dos pontos de equilibrios (9)
através do comportamento do autovalor em cada um dos
pontos de equilibrio.

(10)

7. Solucao de Ondas Viajantes para o Modelo de
Spruce Budworn

Podemos também analisar a velocidade de onda ¢ e ver o
gue acontece com os graficos do nosso modelo de Spruce
Budworm com difusibilidade quando o mesmo assume va-
lores maiores que zero, menores que zero ou até mesmo
ser nulo. Onde chamamos 0 mesmo de plano de fases.

O plano de fase para equacao final da nossa matriz jaco-
bianna com constantes R = 0.5, = 10 e ¢ = 3, e divisao
dominio em regioes d1, d2ed3.

SOD t-"" o a0 i . 180 =00 tr @ [ 100 . :Iu.‘ Fo t )

* a - As ondas viajantes no regiao d1 no plano de fase.
* b - As ondas viajantes no regiao d2 no plano de fase.

* ¢ - As ondas viajantes no regiao d3 no plano de fase.

Como vimos a equacao (10) pode nos dar quatro pon-
tos criticos como (0,0), (ul,0), (u2,0)e(u3,0) variando 0s
parametros R e (). Neste caso temos no plano de fase
a origem como no estavel para ¢ suficiente grande ( ¢ >
24/ f(0)) e (ul,0), (u3,0) como ponto da sela pois f/(ul) <
0e f'(u2) < 0 e temos autovalores como

—c+ 2_4f/0 PN 2_4f/0
pN— C\/CQ ())\2: C\/C2 0)

respectivamente, portanto obtemos o seguinte grafico:

 a - O plano de fase para equacao resultado da nossa ma-
triz jacobiana caso so existem dois pontos de equilibrio
ul e u3 com constanters R = 0.5, ) = 7.414 e ¢ = 3.

*b - Ondas viajantes para equacao Budworm com dois
pontos de equilibrios.
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