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1. Introducao

A teoria de sistemas dindmicos é uma ferramenta matemadtica im-
portante na compreensdo de diversos fendmenos observados em di-
ferentes areas do conhecimento. Dentro desta area, destaca-se a teoria
de controle de equacgOes diferenciais ordinédrias que lida com siste-
mas dindmicos cujo comportamento pode ser alterado por meio de
introducao de controles. Mecanismos de controles sdo facilmente en-
contrados no nosso dia a dia: seres vivos usam controle para equilibrar
a temperatura corporal, medicamentos sdo prescritos para pacientes
com cancer para controlar o crescimento tumoral e carros possuem
controles de velocidade. A teoria de controle é uma 4rea muito vasta
que surgiu da necessidade dos seres humanos de controlar o meio em
que vive. Do ponto de vista matematico, a teoria de controle obteve
notoriedade durante a Revolugdo Industrial com o surgimento de no-
vas ideias e métodos. No entanto, a anélise de problemas de controle
usando equacgdes diferenciais comecou a ganhar destaque apenas por
volta de 1960, quando os cientistas perceberam que os modelos de
controle utilizados até o momento ndo eram precisos o suficiente para
descrever a complexidade do mundo real. Neste podster, trataremos
da teoria matemadtica de controle de equacdes diferenciais ordinéarias
lineares.

2. Objetivos

O objetivo deste presente projeto é o estudo da teoria matematica do
controle de Equacdes Diferenciais Ordinérias e suas aplicagOes. Mais
precisamente, focamos nos aspectos de observabilidade, controlabili-
dade e estabilizacdo de sistemas de controle. Como aplicagdo da teoria
estudada, apresentamos o problema do péndulo invertido.

3. Material e Métodos

O desenvolvimento desse projeto se deu através de pesquisa bibli-
ografica do tema, discussdes semanais e apresentagdes de seminérios
para orientadora.

4. Sistema de controle

Nesse trabalho, consideramos o seguinte sistema linear de controle
(x(t) = A()x(t) + B(tu(t),

y(t) = C()x(?), (1)
| x(fp) = X0

em que A : [tg, t1] = Muxn(R), B : [tg, t1] = Muxm(R) e C : [tg, t1] —
Miy,,(R) sdo operadores continuos; x : [tg,t1] — R" é o vetor das
variaveis de estado (varidvel a ser controlada); u : [tg,t1] = R™ é o
vetor das varidveis de controle (entrada); v : [tg, t1] — RR! é 0 vetor de
observacao (saida); xg € IR" é o estado inicial do sistema.

Denotaremos o sistema (1) por (A, B, C). Quando uma das aplicacOes
A, B ou C for nula, deixaremos vazio o espaco que ela ocupa. Além
disso, diremos que o sistema (A, B, C) é autonomo, se as fun¢des matri-
ciais A, B e C ndo dependem do tempo, isto é, A, B e C sdo matrizes
constantes. Caso contrario, o sistema (A, B, C) sera dito ndo auténomo.

A

5. Observabilidade

Suponha conhecidos o controle u : [ty, t1] = R™easaiday : [ty, t1] —
R” do sistema (A, B, C). Uma pergunta natural nesse contexto é a se-
guinte: com base apenas nesses dados, podemos reconstruir todos os
estados do sistema (A, B,C)? A seguinte definicdo vai de encontro a
essa questao.

Definicao 1. Dizemos que o sistema (A, , C) é observivel em [t, t1], se para
toda solucdo x € Cl([to, t1]; R) de x'(t) = A(t)x(t) tal que C(t)x(t) = 0,
Yt € [to, t1], valer x(tg) = 0.

O teorema a seguir nos fornece uma condi¢do necessdria e suficiente
para que o sistema (A4, , C) seja observavel.

Teorema 1. O sistema (A,,C) é observivel em [tg, t1] se, e somente se, o
gramiano de observabilidade, dado por

Wo(to, t1) := ftzl D (s, t9) C(5)"C(s)D A(s, t)dt é ndo singular,

em que O 4 é a matriz de transicdo de estados do sistema x’(t) = A(t)x(t).

6. Controlabilidade

Suponha fornecidos os estados x e x1. Veremos condigdes para que
exista um controle u de tal modo que a solucgdo do sistema (A, B, C)
tisfaca x(tg) = xg e x(t1) = x1. Note que no sistema (A, B, C) o con-
e u atua apenas em x’(t) = A(f)x(t) + B(t)u(t), logo podemos focar
nte no estudo do sistema (A, B, ). Desta forma, podemos definir
ito de controlabilidade.

0 2. Dizemos que o sistema (A, B, ) é controldvel, se para cada par de
1 € R" existir um controle u € L([tq, t1]; R"") de tal modo que a
roblema de valor inicial x"(t) = A(t)x(t) + B(H)u(t), x(tg) = xp,
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O teorema a seguir, apresenta uma forma de determinar se o sistema
(A, B,) é controlavel.

Teorema 2. O sistema (A, B,) é controldvel em [tg, t1] se, e somente se, o
gramiano de alcangabilidade, dado por

Wa(to, t1) := ftf)l D (s, tg) B(s)*B(s)D4(s, tg)ds, é ndo singular.

A semelhanca entre o gramiano de alcancabilidade e o gramiano de
observabilidade levanta o seguinte questionamento: os conceitos de
controlabilidade e observabilidade estdo relacionados? O teorema a
seguir nos fornece uma resposta afirmativa para esta questdo.

Teorema 3 (Teorema da Dualidade). Dado o sistema linear de controle
(A, B, ), sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:

a) O sistema (A, B,) é controldvel em [tg, t1];
b) O sistema (—A",, B*) é observivel em [tg, t1].
O sistema (—A*,, B*) é chamado de dual do sistema (A, B, ).

No caso em que o sistema (A, B,) é autbnomo, temos o seguinte
resultado sobre controlabilidade.

Teorema 4 (Teorema de Kalman). O sistema (A, B, ) é controldvel em [0, T]
para todo T > O se, e somente se, a matriz de controlabilidade, definida por
M. = [B* A*B* --- (A*)""1B*], tem posto n.

7. Estabilizacao

A teoria de estabilizacdo nos fornece condig¢Oes para que um dado
sistema de controle possa ser estabilizado através da escolha de con-
troles apropriados. Nesta apresentacdo, abordamos um dos mecanis-
mos classicos de estabilizacdo de sistemas de controle, chamado de
estabilizacio por realimentacdo de estado.

Suponha que a entrada do sistema (A, B, ) seja da forma u = Hx, onde
H € Myxn(R). Assim, temos

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) = (A + BH)x(¢).

Desta forma, para que o ponto de equilibrio x = 0 seja assintotica-
mente estdvel, devemos escolher a matriz H de tal modo que a matriz
A + BH seja estavel, isto é, tenha todos os autovalores com parte real
negativa.

Definicao 3. Dizemos que o sistema (A, B,) é estabilizdvel, se existe uma
matriz H € Myxn(R) tal que a matriz A + BH € Myxu(IR) é estivel.

O préximo teorema relaciona controlabilidade e estabilidade.

Teorema 5. Se (A, B,) é um sistema autdénomo controldvel, entdo (A, B,) é
estabilizdvel.

Para o caso em que B = b € M, 1(R) e H = h € M14,(R), podemos
encontrar uma matriz & que estabiliza o sistema (A, b, ) utilizando a
férmula de Ackermann para realocar os autovalores da matriz A + bh
em autovalores com parte real negativa. Para tanto, suponha que o
polindmio monico cujas raizes sdo os autovalores A{,--- , Ay, € C (para
cada valor complexo, assumiremos que seu conjugado também esta
listado) seja dado por

n—1

o(x) =x" +a,_ X"+ + agx + ay.

Desta forma, conseguimos alocar os autovalores de A + bh tomando h
como

h=E[bAb - A b1 p(A), onde E; = —[00 --- 1], (2)

Portanto, para tornar o sistema (A, b, ) estabilizdvel, devemos substi-
tuir os autovalores da matriz A por autovalores com parte real negativa
e utilizar a expressdo (2) para escolher h.

8. Péndulo invertido

O péndulo invertido é um exemplo classico de aplicagdo da teoria
de controle. Esse sistema é formado por um carro e uma haste conec-
tada ao carro, tal haste pode se mover para direita e para esquerda.
O problema do péndulo invertido, consiste em determinar uma forga
horizontal F agindo sobre o sistema de tal modo que a haste se man-
tenha estavel. A figura a seguir retrata o sistema carro-haste e as
componentes do sistema:

Aqui, estamos assumindo que: M é a massa do carrinho; m é a massa
do péndulo; b € o coeficiente de friccdo do carrinho; / é a distancia ao

centro de massa do péndulo; I é o momento de inércia do péndulo; Fé
a forca aplicada ao carro (controle atuando no sistema); ¢ é a posicao
angular do péndulo (varidvel a ser controlada) e x é a posi¢do do carro
(variavel a ser controlada).

Vamos estudar a estabilidade desse sistema para os seguintes
parametros: M = 0.4 Kg, I = 0.005 Kg - m, m = 0.25 Kg, ¢ = 9.8 m/s?,

b=0.2(N-s)/mel =0.25m. Substituindo esses parametros no sistema,
temos

( (0 1 0 0) (0 )
0 —0.434 4.030 0 2.171
X'(t) = 00 0 1 X(t) + 0 U(t)
< |0 —1.316 4191 0, | 6.579 (3)

0-(3000) 0

onde X(t) = [x(t) x'(t) ¢'(t) o), U(t) = F(t) e Y(¢) = [y1 yal'.
O primeiro passo é calcular os autovalores da matriz A para saber
se 0 sistema (3) é estavel. Calculando o polindmio caracteristico de A,

obtemos

pa(A) = det(A — AI) = A* +0.4341°% — 41.911% — 12.885.

cujas rdizessao Ay = 0, Ap = —=0.307, A3 = 6.414e Ay = —6.540. Observe
que A3 = 6.414 possui parte real ndo negativa, logo o sistema (3) ndo
é estavel.

Como o sistema (3) ndo é estavel, resta saber se é possivel estabiliza-
lo. Nesse sentido, pelo teorema (5), basta verificarmos que (A, B, ) é
controlavel. Para isso, utilizamos o Teorema de Kalman. Assim,

0 2171 —0.943 2692
2171 —0.943 26.92 —23.2
0 6579 —2.857 277.0
6579 —2.857 277.0 —155.1

M, =[BT ATBT (AT)?’B (AT)3B] =

Escalonando tal matriz, vemos que ela tem posto 4 e portanto o sistema
(3) é controlavel. Assim, pelo o teorema (5), segue que o sistema (3) é
estabilizavel, ou seja, existe uma matriz H tal que a matriz A + BH é
estavel. Vamos utilizar a férmula de Ackermann para encontrar uma
matriz H € M,«1(IR) que estabiliza esse sistema. O primeiro passo
para usar a formula de Ackermann é escolher autovalores com parte
real ndo positiva. Desta forma, tome y1 = =2, yp = =3, y3 = -1le
y4 = —1. O segundo passo é determinar a matriz p(A). Note que

p() =+ +3)(y + 12 =v* + 79> + 1792 + 17y + 6.
Assim, podemos calcular a matriz H através da equacdo (2), isto é,
H = E{M;'p(A)

02 065 0 -0062][6 5555 225923 26461
0.65 —0.007 —0.062 0.002 ||0 —31.234 1131.367 225.923
~0.007 —0.016 0.002 0.005 || 0 —73.775 2440.095 305.067
0016 0 0005 0 ||0—-369.449 12488.023 2440.095

=[0.096 0.458 —8.586 —1.102]

Portanto, conseguimos controlar o sitema (3) e alcancar a posicdo

de equilibrio desejada através da realimentacdo de estados tomando
U(t) = HX(t), onde H = [0.096 0.458 —8.586 —1.102].

9. Conclusoes

A teoria de controle lida com o problema cotidiano de se contro-
lar grandezas através da introducdo de mecanismos de controle. A
abordagem matemaética dessa teoria encontra aplicacdes em uma di-
versidade de dreas. Na Engenharia, por exemplo, o problema de
lancamento de satélites e controle de robds sdo exemplos de situagoes
tratadas através da teoria de controle de EDO’s. Com esse projeto,
além de aprofundar meu conhecimento em dreas tdo essenciais da Ma-
tematica como Algebra Linear e Equacdes Diferenciais, tive a oportu-
nidade de iniciar meus estudos em uma drea de pesquisa tdo proficua
e multidisciplinar, que é a Teoria de Controle.

10. Apoio Financeiro

Este projeto contou com o apoio financeiro da CNPq.
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