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Evolutoides de curvas planas

1. Introducao

Dada uma curva v suave, fechada e sem auto-intersecoes, o envelope da familia de retas tangentes é formado pela
propria curva reunida com as retas tangentes nos pontos de inflexao e o envelope da familia de retas normais consiste
da evoluta de . Uma questao que surge de maneira natural ¢ o que ocorre entre os envelopes das retas tangentes e
o das retas normais. Considere a reta L. obtida girando a reta tangente a curva - no sentido anti-horario por um
angulo fixado a.. O envelope desta familia de retas consiste do evolutdide de v. A geometria desses envelopes tem sido
estudada desde Réaumur em 1709. Mais recentemente, M. Hamman (2009) explorou os evolutdides de curvas ovais
(fechadas sem inflexoes). J. Jerénimo-Castro (2013) explorou relagoes entre a curva e seu evolutdide e, P. Giblin e J.
P. Warder (2014) estudaram como estes conjuntos evoluem desde a curva até a sua evoluta.

2. Objetivos

Os objetivos deste trabalho concentram- se em apresentar os evolutoides de uma curva fechada suave, bem como
estudar algumas relacoes entre a curva e seu evolutoide.

3. Material e método

Para isso, se fez necessario uma revisao da geometria diferencial de curvas planas, bem como um estudo detalhado
sobre envelopes e uma introducao a conceitos da teoria de singularidades.

4. Evolutdides euclidianos

Definicao 1. O evolutdide de uma curva~y é o envelope da familia de retas L, com F : RxR? — R definida por

F(t,x) = (x—(t),T(t)sin(a) — N(t) cos(c)) (1).

D=Dp = {XERQ : HtER,F(t,X):%—ZZ(t,X) :O}.
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Proposicao 1. O envelope dado por x(t) = ~(t) +sm(a) cos(a)T | )+

sin®(a) N (¢)
k(t) k(t)

e somente se, k?cos(a) — kgsin(a) = 0, onde ks € a derivada da curvatura em relacdo ao comprimento de arco

(para k # 0) nao € reqular se,

1
P sin(a) + cos(a) = 0.

s em y. Esta condicao também pode ser escrita em termos do raio de curvatura p =

De fato. Seja vo = x(t) temos 7, (t) = (7 || cos(ar) — s;{r;(oz)) (T cos(a) + Nsin(«v)) . Logo, Yo ndo vai ser
reqular quando k2||7'|| cos(a) — k sin(a) = 0. Em termos da curvatura, basta considerar
dk  dkds dk

at dsdt EHVH-

Proposicao 2. Suponha que k = 0,sina # 0, que as retas que formam o envelope nao sao retas tangentes a
v. FEntao a vértice como na proposicao 1 é uma vértice ordindria. Se, e somente se, 2/€§ — kkss # 0, onde

as derivadas, em relacao ao comprimento de arco s, sao avaliadas no ponto do vértice. Isso também pode ser

1
escrito como pss # 0 onde p = T € o raio da curvatura de .

Suponha v p.p.c.a devemos mostrar que fyg e v sao L.I. Calculando o determinante da matriz abaizo

. )\ COS (¥ \ sin o
N cosa — 2N ksina N sina — 2\ k cos .

Tal que A = cosa — % Logo, det(A) = 2()\/>2]€ = 0.

5. Teoria da singularidade

Definicao 2. Para (Xq, ag) = (0, Yo, ag) a funcao f(t) = F(Xo, ag,t) tem singularidade do tipo
1. Tipo Ay emt =tg se f (tg)=f (tg) =0 e [ (to) 0.

2. Tipo Az emt =ty se f (to) = f (to) = [ (to) e f1)(ty) # 0.
Proposicao 3. Seja (xq, yo, ag) satisfazendo F' = Fy =0 de modo que (Xg,ag) € D

1. seja s a fungdo comprimento de arco de 7. Suponha que k(ty) # 0 tal que Xg seja dado por (1). Entao

f(t) = F(Xg,ap,t) em t = t.
a. Tipo Ag em t =ty se k?cosa — kgsina =0 ¢ 2/@2 — kkg #£ 0.
b. Tipo A3z em t =t se k2 cosa — kgsina = 0, 2]{2 — kks #0 e 6/{? — K2k gss = 0.

2. Suponha que k(ty) = 0, k/(to) # 0, de modo que ~ tenha uma inflexdo ordindria em t = ty. Entdo, definido
ag = 0 o unico X prozimo v(tg) para o qual Fi(X,0,t) =0 e X = ~v(tg) e f(t) = F(y(tg),0,t) tem tipo Ao
em t.

/ k// 2 k., 2 "
O item i — (a) seque da prop. 2. Jd o item i — (b), temos que A = sinoz( + (k3> ) . Entao, N =

n I/

— K K26k kK k2 —6(K )3k
2

2 = 0. Usando o fato de que k =0 temos kk — 6(k )> # 0.
Para o item (i1), basta usar o fato que F = Fy =0 em (X, 0,1).

Proposicao 4. (Unicidade do conjunto discriminante) Sejam F e G dois desdobramentos versais a 1-

parametros de f (em tg) e g (em t1), respectivamente ambos do tipo Ar(k > 1). Entdo existem wvizinhancas
U de ty e V de t] tal que existe um difeomorfismos ¢ : U — V da forma ¢(t,x) = (a(t,x),b(x)) onde

a(to, vg) = t1,b(wg) = ug e

1.b € um difeomorfismo de w(U) a w(V), onde cada ® € a projecdao dos parametros de desdobramento, e
bDprN7w(U))=DgNa(V).

Definigao 3. (Critério matricial de versalidade) Seja F' : R x R", (ty,zg) — R um desdobramento a r-
parametros da funcao f : R, tg — R e suponhamos que f tem singularidade de tipo Ay, k > 1 em ty. Escrevemos

(k — 1)-jatos com constante de —(t, xg) em tg como

(933@'

Q) 4 + 04177;?5 + OzgjitQ + ...+ ak_ljitk_l

para it =1,..,r. Entdo I € versal se, e somente se, a matriz (k) X r dos coeficientes («; ;) tem posto k(r > k).

Teorema 1. Suponha que F' satisfaca o critério da definicao 3 em uma vizinhaca de Xg € Dp, o discriminate

¢ difeomorfo a uma supeficie aresta cuspidal quando r = 2 e uma superficie rabo de andorinha para r = 3.
Hags

Corolario 1. A familia F', como em (1), satisfaz as condig¢oes do teorema (1). Assim, quando f(t) = F(Xp, 1)
tem singularidade do tipo A em ty, r = 2 ou r = 3, nos casos abrangidos pela proposi¢cao 2, o discriminante
Dpr, que € a uniao dos envelopes Lo € sempre localmente de difeomorfo a uma superficie aresta cuspidal (r = 2)
ou a uma superficie rabo de andorinha para (r = 3) na vizinhanca de Xy.

<T u> — < N,u > T

< kN,u > < KT u > —c
< KT +kNu> <k2N+kT,u> 0
<T,u> —<Nu> 7
< kN,u> <kl,u> —c

J&, para caso As temos que det(J) = k2sin o + k cosa = (). logo é um desdobramento versal.
Portanto chegamos no resultado desejado.

Seja u = (cos a, sina) = (¢, s). Pela def. 3, temos que J =

Para mostar caso Ao, temos que Jy = ( ) tem posto 2.

6. Relacao entre o evolutéide e sua curva

Teorema 2. Seja v uma curva convexa e fechada no plano e a € (0,2m). Entao L(vq) = cos(a)L(7).

Pela prop. 1 temos X' = (|[7]cos(a) — o) (xfﬁsna_ynsﬁlg) e V' = (Il cos(a) — £

<y||(§o’s||& e ﬁﬂ(x); tais que ¥ = (z,y) ¢ Yo = (X,Y). Assim,

/

2m 2T - 27 [
L(va) = /O \/(X')2 +(Y)2dt = cosa - /0 | dt — iy /0 — dt.

COS (v k2

/

j o K 2 /
Como 228 . [ ﬁdt = 0. Logo L(va) = cosa- [ /||7]] dt = cos(a)L().

Definicao 4. Denominamos a funcao pa : vo(l) — R, dada por

palt) = p(t — a) cos(a) + p (t — a) sin(a).
Com t € |0, 27| a funcgao suporte do evolutoide.

Teorema 3. Seja v uma curva convexa e fechada de classe C? no plano e seja o > 0 um nidmero pequeno o
suficiente para que Yo seja uma curva convexa. Entao

Ara) < co(a) - (7).
Vale a iqualdade se, e somente se, v for um circulo euclidiano. |
A demostracao seque utilizando a formula de Blaschke, dada por: A(vy) = 5 027(p2(9) — (p (0))2)d6.

Agora,para o caso v for um circulo euclidiano. Basta considerar a funcao suporte do circulo dada por:

p(t) = ag + aq cos(t) + by sin(t).

Foi analisado que o evolutoide vai ter singularidade do tipo Ay e A3 caso as condicoes da proposicao 3 sejam satisfeitas,
assim eles vao ser difeomorfos a uma superticie aresta cuspidal ou a superficie rabo de andorinha, de acordo o corolario
1. Ja a relacao entre a curva e seu evolutoide ¢ dada pelos teoremas 2 e 3.

Referéencias

1] Aguilar-Arteaga, V., Ayala-Figueroa, R., Gonzalez-Garcia, 1. et al.; On evolutoids of planar convex curves II.
Aequat. Matemaética. 89, 14331447(2015).

2] Bruce, J. W.; Giblin, P. J. ;Curves and Singularities: A geometrical introduction to singularity theory. 2. ed.
Cambridge: Cambridge University Press, 1992. 340 p.

3] Giblin, P. J.; Warder, J.P. FEvolving Fvolutoids. The American Mathematical Monthly.vol 121,Ed. 10, p. 871-
889,2017.



