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Isometrias de H2× R
1. Introdução e Objetivos

As variedades completas simplesmente conexas de dimensão três mais
simétricas são as formas espaciais, isto é, o espaço Euclidiano (R3), o espaço
hiperbólico (H3) e a esfera unitária de dimensão três (S3). Nos últimos anos
tem crescido o interesse sobre o estudo da geometria das superf́ıcies dentro
de variedades menos simétricas que as formas espaciais. Em particular,
tem crescido o interesse do estudo das superf́ıcies com alguma propriedade
geométrica prescrita nas variedades produto M2×R, onde M2 é uma varie-
dade Riemanniana bidimensional. O principal objetivo desta apresentação
é descrever as isometrias da variedade homogênea tridimensional H2 × R,
onde H2 é um modelo do plano hiperbólico e R a reta real, para isso se faz
necessário conhecer as isometrias dos objetos envolvidos.

2. Isometria de R

Definição 1. Seja M uma variedade riemanniana. Um difeomorfismo
ϕ : M→M é uma isometria de (M, gM) se ϕ preserva produto interno,
ou seja,

〈~u,~v〉M = 〈Dzϕ(~u), Dzϕ(~v)〉
para todo z ∈M e para todo ~u,~v ∈ TzM.

Proposição 1. Se ϕ : R → R é uma isometria, então ϕ é a função
identidade ou uma translação ou a reflexão em torno de um ponto de
R.

Teorema 1 (Classificação das Isometrias de R). Se ϕ : R → R é uma
isometria, então ϕ é uma composição de no máximo de três reflexões
em uma reta.

3. Isometrias de H2

Considere o conjunto H2 = {z ∈ C | Im(z) > 0}.

Definição 2. O bordo assintótico de H2 denotado por ∂∞H2 é dado
por

∂∞H2 = {z ∈ C | Im(z) = 0} ∪ {∞}.
Para obter as isometrias do modelo, precisamos de algumas definições e
resultados.

Definição 3. Seja f : U → V uma função, onde U , V são aber-
tos de C. Dizemos que f é uma aplicação conforme se preserva
ângulos orientados, ou seja, ^(~u,~v) = ^(Dz0f (~u), Dz0f (~v)), para todo
u, v ∈ Tz0H2.

Definição 4. Seja C = C(z0, R) o ćırculo de centro z0 ∈ C e raio
R > 0. A inversão em relação ao ćırculo C(z0, R), denotada por IC,
é uma aplicação que envia um ponto z 6= z0 em z∗ ∈ C, onde z∗ é um
ponto sobre a semirreta que passa pelo centro do ćırculo no ponto z e
verifica

|z∗ − z0||z − z0| = R2

Por definição, (z∗ − z0) = λ(z − z0), logo:

IC(z) = z∗ = z0 +
R2

|z − z0|2
(z − z0) = zo +

R2

|z − z0|

Propriedades Seja IC : C→ C dada por IC(z) = z

1. IC(C) = C ;

2. IC é uma transformação conforme ;

3. IC leva ćırculos ou retas em ćırculos ou retas;

4. IC(C1) = C1, se C1 é ortogonal a C.

Dizemos que uma isometria ϕ : H2 → H2 é positiva se ela preserva ori-
entação, isto é, |~u ~v| > 0 ⇒ |Dzϕ(~u) Dzϕ(~v)| > 0. Caso contrário, a
isometria é negativa.

Seja T 6= IdH2. Um ponto z ∈ H2∪∂H2 é fixo se, e somente se, T (z) = z.
Como T (z) é um polinômio de grau 2, isso nos motiva a seguinte definição.

Definição 5. Seja T : H2→ H2 uma isometria positiva de H2, então:

1. Se T tem um único ponto fixo no bordo assintótico ∂H2 e nenhum
em H2 então diremos que T é uma isometria parabólica;

2. Se T tem dois pontos fixos no bordo assintótico ∂H2 e nenhum em
H2 então diremos que T é uma isometria hiperbólica;

3. Se T tem um único ponto fixo sobre H2 então diremos que T é uma
isometria eĺıptica.

Definição 6. Os horociclos de H2 são os ćırculos tangentes ao bordo
assintótico e as retas horizontais de H2.

Proposição 2. A imagem de todo horociclo de H2 por uma isometria
qualquer de H2 é também um horociclo de H2.

4. Isometria Parabólica

Sejam f ∈ Isom+
(
H2
)

e x1 ∈ ∂∞H2 (único ponto fixo):

1o caso: x1 =∞⇒ f (z) = z + b , z ∈ H2:

2o caso: x1 ∈ R⇒ f (z) =
(1 + cx1)z − cx2

1

cz + 1− cx1
, c ∈ R.

Ideia: construir uma isometria R que recaia no caso anterior

Sejam g(z) =
1

x1 − z
, R = g ◦ f ◦ g−1 ∈ Isom+

(
H2
)
.

Seja z um ponto fixo de R. Assim:

R(z) = z ⇔ f (g−1(z)) = g−1(z)⇔ g−1(z) = x1⇔ z =∞.
Portanto, R é uma translação horizontal.

Considere C um horociclo tangente a ∂∞H2 no ponto x1 e f = g−1◦R◦g.
Temos f (C) = g−1(R(g(C))), onde g(C) é um horociclo tangente a ∂∞H2

no ponto g(x1) =∞, logo g(C) é uma reta horizontal y = k, com k ∈ R∗+,
assim g(C) é invariante por R, e f (C) = C. Portanto, f fixa todo horociclo
tangente a ∂∞H2 no ponto x1.

5. Isometria Hiperbólica

6. Isometria Eĺıptica

Um resultado clássico na geometria euclideana plana é que toda isometria
pode ser escrita como composição de no máximo três reflexões. Em H2

temos:

Teorema 2 (Classificação das Isometrias de H2). Toda isometria de H2 é
uma composição de uma ou mais inversões de H2. Mais precisamente,
seja g : H2→ H2 uma isometria,

1. Se g é uma isometria positiva, existem duas inversões I1, I2 de H2

tais que g = I1 ◦ I2;

2. Se g é uma isometria negativa diferente de uma inversão, existem
três inversões I1, I2, I3 de H2 tais que g = I1 ◦ I2 ◦ I3.

Demonstração. 1. Sejam g uma isometria parabólica, x0 ∈ ∂∞H2, C um
horociclo de H2 tangente a x0 no ∂∞H2 e p um ponto qualquer de C.
Como g é uma isometria parabólica, então g(C) é um horociclo e pela
proposição [2] g(C) = C, logo g(p) ∈ C. Considere p1 ∈ C de tal
modo que dH(p, p1) = dH(p1, g(p)). Sejam γ1, γ2 as geodésicas de H2

passando por, respectivamente, p1 e p, ambas ortogonais a C.

Considere I1 a inversão por γ1 e I2 a inversão por γ2. Note que I1 e
I2 deixam C invariante e, além disso, x0 ∈ ∂∞γ1 ∩ ∂∞γ2. De nossa
construção temos, g(p) = I1(p) = I1(I2(p)) = (I1 ◦ I2)(p). Assim,
(I1 ◦ I2) ◦ g−1 é uma isometria positiva de H2 com um ponto fixo em
H2 e um ponto fixo em ∂∞H2. Logo, (I1 ◦ I2) ◦ g−1 = Id, e portanto,
I1 ◦ I2 = g.

2. Seja g uma isometria negativa diferente da inversão e I3 uma in-
versão qualquer de H2. Note que g ◦ I3 é uma isometria positiva,
logo, como foi mostrado acima, temos que existem inversões I1, I2 tais
que g ◦ I3 = I1 ◦ I2. Compondo ambos os lado com I−1

3 , temos

g = I1 ◦ I2 ◦ I−1
3 = I1 ◦ I2 ◦ I3, pois I−1

3 = I3

7. Isometria de H2 × R

Lema 1. Seja
f : M2 × R → M2 × R

(z , t) 7→ f (z, t)

um difeomorfismo.
Se f (z, t) = (f1(z), f2(t)), onde f1 ∈ Isom(M2) e f2 ∈ Isom(R) então
f ∈ Isom(M2 × R).

A rećıproca deste lema, em geral não é válida. De fato, considere a iso-
metria linear R3 = R2 × R, com coordenadas ((x, y), t) dada pela matriz
ortogonal representada na base canônica na seguinte forma:

A =

 1 0 0
0 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)


Em coordenadas, A(x, y, t) = (x, y cos(θ)− t sin(θ), y sin(θ) + t cos(θ)) =
(f1, f2). Observe que f1 = (x, y cos(θ)− t sin(θ) e f2 = (y sin(θ)+ t cos(θ))
não são isometrias de R2 e R, respectivamente. Mas no caso em que
M2 = H2 a rećıproca é verdadeira.

Lema 2. Seja
f : H2 × R → H2 × R

(z , t) 7→ f = (f1, f2)

um difeomorfismo. Temos
f ∈ Isom(H2 × R) se, e somente se,f1 ∈ Isom(H2) e f2 ∈ Isom(R).
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