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Isometrias de X

1. Introducao e Objetivos

As variedades completas simplesmente conexas de dimensao tres mais
simétricas sao as formas espaciais, isto €, o espaco Euclidiano (Rg), 0 espaco
hiperbdlico (H?) e a esfera unitéria de dimenséo trés (S?). Nos tltimos anos
tem crescido o interesse sobre o estudo da geometria das superticies dentro
de variedades menos simétricas que as formas espaciais. Em particular,
tem crescido o interesse do estudo das superficies com alguma propriedade
geomeétrica prescrita nas variedades produto M2 x R, onde M é uma varie-
dade Riemanniana bidimensional. O principal objetivo desta apresentagao
é descrever as isometrias da variedade homogénea tridimensional H? x R,
onde H? é um modelo do plano hiperbélico e R a reta real, para isso se faz
necessario conhecer as isometrias dos objetos envolvidos.

2. Isometria de R

Definicao 1. Seja M uma variedade riemanniana. Um difeomorfismo
@ : M — M € uma isometria de (M, gpp) se @ preserva produto interno,
ou seja,

(U, T)pp = (D2(t0), Dop(V))
para todo z € M e para todo u,v € T,M.

Proposicao 1. Se ¢ : R — R ¢ uma sometria, entao © € a funcao
identidade ou uma translacao ou a reflexao em torno de um ponto de

R.

Teorema 1 (Classificacao das Isometrias de R). Se ¢ : R — R € uma
isometria, entao @ é uma composicao de no mdximo de trés reflexoes
em uma reta.

3. Isometrias de H?

Considere o conjunto H? = {z € C | Im(z) > 0}.

Definicdo 2. O bordo assintdtico de H? denotado por OsoH? € dado
por

O = {z € C|Im(z) = 0} U {oo}.

Para obter as isometrias do modelo, precisamos de algumas definicoes e
resultados.

Definicao 3. Seja f : U — V uma funcao, onde U, V sao aber-
tos de C. Dizemos que f € uma aplicacao conforme se preserva
angulos orientados, ou seja, <(u, V) = (D4, f(u), D, f(V)), para todo
u, v € Ty H?.

Definicao 4. Seja C' = C(z9, R) o circulo de centro zy € C e raio
R > 0. A inversao em relagao ao circulo C(zy, R), denotada por I,
¢ uma aplicacao que envia um ponto z # zy em z* € C, onde z* € um
ponto sobre a semirreta que passa pelo centro do circulo no ponto z e
verifica

2% — 2|z — 29| = R

Por definicao, (2* — 2zp) = Mz — zp), logo:
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Propriedades Seja I : C — C dada por Ip(z) = 2
1. Io(C) = C';
2. I+ é uma transformacao conforme :

3. I leva circulos ou retas em circulos ou retas;
4. I(C7) = Cq, se C é ortogonal a C.

Dizemos que uma isometria ¢ : H? — H? é positiva se ela preserva ori-
entacao, isto é, |t U] > 0= |D,p(u) D,p(v)| > 0. Caso contrario, a
isometria ¢ negativa.

Seja T # Idgpe. Um ponto z € H2UOH? é fixo se, e somente se, T(z) = z.
Como T'(z) é um polinomio de grau 2, isso nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 5. Seja T : H? — H? uma isometria positiva de H?, entdo:

1. Se T tem wm dnico ponto fixo no bordo assintdético OH? e nenhum
em H? entao diremos que T € uma 1sometria parabolica,

2. Se T tem dois pontos fixos no bordo assintdtico OH? e nenhum em
H? entdo diremos que T é uma isometria hiperbdlica;

3. 5e 1" tem um unico ponto fixo sobre H? entdo diremos que T' € uma
1sometria eliptica.

Definicdo 6. Os horociclos de H? sio os circulos tangentes ao bordo
assintdtico e as retas horizontais de H2,

Proposicao 2. A imagem de todo horociclo de H? por uma isometria
qualquer de H? ¢ também um horociclo de H?.

4. Isometria Parabodlica

Sejam f € Isom™ (]HIQ) e 11 € OnoH? (inico ponto fixo):
1° caso: 1 =00 = f(2) =2+0b, 2 € H*
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Ideia: construir uma isometria R que recaia no caso anterior
1
R=go fog telsom® (]HIQ)
T1 — 2
Seja z um ponto fixo de R. Assim:

Sejam g(z) =

Riz)=z¢ flg ' (2) =g '(2) &g '(2) =21 & 2z = o0,
Portanto, R é uma translacao horizontal.

Considere C' um horociclo tangente a OsoH? no ponto zy e f = g Lo Rog.
Temos f(C) = g~ HR(g(C))), onde ¢(C) é um horociclo tangente a dsoH?
no ponto g(x1) = 0o, logo g(C') é uma reta horizontal y = k, com k € RY |
assim g(C') é invariante por R, e f(C') = C'. Portanto, f fixa todo horociclo
tangente a OsoH2 N0 ponto 7.

A

5. Isometria Hiperbdlica

Um resultado classico na geometria euclideana plana ¢ que toda isometria
pode ser escrita como composicio de no méximo trés reflexdes. Em H?
temos:

Teorema 2 (Classificacio das Isometrias de H?). Toda isometria de H? ¢

uma composicao de uma ou mais inversoes de H2. Mais precisamente,

seja g H? — H? uma isometria,

1. Se g € uma isometria positiva, existem duas inversées Iy, Iy de H?
tais que g = [1 0 Io;

2. 85e g € uma 1sometria negativa diferente de uma inversao, existem
trés inversoes I, I», Is de H? tais que g = I{ o Iy o I,

Demonstracao. 1. Sejam g uma isometria parabdlica, xg € OscHZ, C' um
horociclo de H? tangente a rgy no OscH? € p um ponto qualquer de C.
Como ¢ é uma isometria parabdlica, entao g(C') é um horociclo e pela
proposicao [2] g(C) = C, logo g(p) € C. Considere p; € C de tal
modo que dg(p, p1) = dg(p1, 9(p)). Sejam 71,9 as geodésicas de H?
passando por, respectivamente, py e p, ambas ortogonais a C'.

Considere I a inversao por 71 e Iy a inversao por 9. Note que I e
I5> deixam C' invariante e, além disso, xg € OxoY1 N OxoYo. De nossa
construcao temos, g(p) = Ii(p) = Ii(la(p)) = (I3 o Io)(p). Assim,
([1 0 Iy) o g1 é uma isometria positiva de H? com um ponto fixo em
H? e um ponto fixo em dsoH2. Logo, ([1o01ly) 0 g~ = Id, e portanto,
[1 o ]2 — (.

2.5eja g uma isometria negativa diferente da inversao e I3 uma in-
versdo qualquer de HZ?. Note que g o I3 ¢ uma isometria positiva,
logo, como foi mostrado acima, temos que existem inversoes I, [o tais
que g o I3 = I o Is. Compondo ambos os lado com I 1, temos
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7. Isometria de H? x R

Lema 1. Seja
f-M?xR — M?xR
(z,8) = flz1)
um difeomorfismo.
Se f(z,t) = (fi(2), fo(t)), onde fi € Isom(M?) e fo € Isom(R) entdo
f € Isom(M? x R).

A reciproca deste lema, em geral nao é valida. De fato, considere a iso-
metria linear R = R? x R, com coordenadas ((x,y),t) dada pela matriz
ortogonal representada na base canonica na seguinte forma:

I 0 0
A= 0 cos(f) —sin(0)
0 sin(f) cos(6)

Em coordenadas, A(x,y,t) = (x,ycos(f) — tsin(f), ysin(f) + tcos(f)) =
(f1, f2). Observe que f1 = (x,ycos(f) —tsin(0) e fo = (ysin(0)+1t cos(H))

nio sio isometrias de R? e R, respectivamente. Mas no caso em que
M? = H? a reciproca é verdadeira.

Lema 2. Seja
f-H°xR —» H?xR
(Za t) — f:<f17f2)

um difeomorfismo. Temos
f € Isom(H? x R) se, e somente se,f) € Isom(H?) e fy € Isom(R).
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