Universidade Federal de Vicosa

Podemos definir algebras naturalmente a partir de uma configuracao com-
binatoria usando grafo orientado chamada Algebra de Caminho. Estuda-
mos a relacao entre uma algebra de dimensao finita e uma Algebra CONs-
truida a partir de um grafo orientado. Estudamos a Teoria de Repre-
sentacoes de Algebras para que pudessemos caracterizar a matriz de Cartan
de algebra monomial. Comecamos nosso estudo definindo algebra, quiver
e suas representacoes, dai falamos de modulos, submodulo, dando continui-
dade estudamos homomorfismo, nucleo, imagem, modulo simples, apresen-
tamos modulos projetivos e injetivos. Dando continuidade, falamos sobre
dimensoes homologicas, onde é definido a dimensao projetiva, injetiva e a
dimensao global. A seguir, apresentamos as representacoes, de quivers e in-
decomponiveis e também soma direta e representacoes, representacoes sim-
ples, projetivas e injetivas e, trouxemos alguns resultados importantes para
nos auxiliar nas definicoes necessarias para nossos estudos. Para finalizar
nosso estudo trouxemos a definicao da Matriz de Cartan, e uma discussao
entre o determinante da matriz de Cartan e dimensao global.

Seja i um corpo. Uma Algebra associativa sobre K (K-algebra ou simples-
mente algebra) é um espaco vetorial A de dimensao finita sobre K no qual
esta definida uma multiplicagao: (a, b) = ab satisfazendo:

1 (ab)c = a(bc)

2 alb+c)=ab+ace (b+c)a=ba+ ca

3 alab) = (aa)b = alabd)

Para quaisquer a, b, c € Ae o € K.

Definicao 1. Um quiver (grafo orientado) @ = (Qq, Q1,,t) € uma
quddrupla que consiste de dois conjuntos Qq(cujos elementos sao
vértices) e Q1 (cujos elementos sao flechas) e de duas funcoes s,t :
Q1 — Qo que associam cada flecha o € Q1 o seu inicio s(a) € Qq e
o seu final t(a). Uma flecha o € Q1 tal que s(a) = a e t(a) = b €
denotada por o : a — b. Um quiver Q = (Qp, Q1,s,t) é denotado por
Q = (Qo, Q1) ou simplesmente por ().

Definicao 2. Seja () um quiver. A Algeb'r‘a de Caminho K() de
Q €a K—/flgebm que, desconsiderando a orientacao das flechas, é um
K-espaco vetorial que tem como base o conjunto de todos os caminhos
(alag, ..., anlb) de comprimento I > 0 em Q. Definimos o produto de
duas bases (alaq, ..., a;|b) e (c|B1, ..., Bnld) por

(alatt, ey [B)(elB1, s Bild) = pelalart, oy, B, oy Bild)

onde oy, denota delta o Kronecker . Em outras palavras, o produto de
dois caminhos € igual a zero se t(ag) # s(B1) e igual a composta dos
caminhos aq...aqB1...01. se t(a;) = s(B1). O produto de elementos da
base € entao estendida para elementos arbitrarios de K () por distribu-
tividade.

Definicao 3. Seja A uma dlgebra. Um A-mddulo a esquerda é
um grupo abeliano aditivo M munido da multiplicacao por escalar
A X M — A, denotado por (r,m) — rm, tal que os sequintes axio-
mas sao vdlidos para todo m,m' € M er,r’ € A:

i)r(m+m') =rm+rm/;
i) (r +r")m=rm+1r'm;
i) (rr'Ym = r(r'm):
w)1lm = m.
De modo analogo, é definido o A-modulo a direita.

Um moédulo tem dimensao finita se a dimensao de M como K-espaco vetorial
é finita.

Definicao 4. Se M ¢ um A-modulo, entao um submodulo N de M,
denotado por N C M, é um subgrupo aditivo N de M fechado para a
multiplicacao por escalar.

Definicao 5. Seja A uma dlgebra e M e N A-mddulos, entao uma
funcao f: M — N é um A-Homomorfismo se, para todo m,m' € M
e todo r € A, tivermos

i) f(m +m') = f(m) + f(m/)

i) f(rm) =rf(m)

Se um A-homomorfismo ¢ injetor, entao ¢ chamado de monomorfismo,
ja se ¢ um A-homomorfismo sobrejetor, denominamos de epimorfismo.
Se um A-homomorfismo é uma bijecao, entao é chamado de isomorfismo.

Dois mdodulos sao isomorfos se existe um A-isomorfismo entre eles. Um
A-homomorfismo h : M — M é chamado de endomorfismo.

Se f: M — N é um A-homomorfismo entre A-moédulos, entao

Nicleo f = Ker(f) ={m € M; f(m) =0}
Imagem f=Im(f)={ne N;dm e M comn = f(m)}

Os subconjuntos ker(f) e Im(f) sao submoddulos de M e N respectiva-
mente.

Corolario 1. Um A-modulo M é simples se e somente se M = A/,
onde I € um ideal mazimal.

Seja A uma K-algebra e K um corpo, a soma direta a direita dos A-
modulos M7y, ..., Ms é definida sendo o K-espaco vetorial My & ... &
Mg munido com a estrutura de A-médulo definida por (myq,...,mg)a =
(mla, ...,msa) para mi € My,...,mg € Mg e a € A. Denotamos

M? =M ... ® M (s copias).

Seja A uma K-algebra e K um corpo, a soma direta a direita dos A-
modulos My, ..., Ms é definida sendo o K-espaco vetorial M; & ... @
Mg munido com a estrutura de A-moédulo definida por (my, ..., mg)a =
(mqa, ...,mga) param; € My,....,mg € Mg e a € A. Denotamos

M? =M ... ® M (s copias).

Definicao 6. Um A-mddulo P diz-se projetivo se, dados A-modulos
M, N; um epimorfismono f : M — N e um homomorfismo g : P — N,
sempre existe um homomorfismo h : P — M tal que foh = g.
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Definicao 7. Um A-mdodulo E € injyetivo se,dado um ideal a esquerda
L de M e um homomorfismo de A-mddulos g : L — E, sempre existe
um homomorfismo ¢ : M — E que estende g, isto €, que faz com que

o sequinte diagrama seja comutativo:
Uu

0 — L s M
gl d
E

Seja M um A-modulo. A dimensao projetiva pdM de M é o menor
numero inteiro d tal que existe uma resolucao projetiva da forma

0—pPy—lop . p Y p Do

sendo P; modulo projetivo, d; homomorfismo de modulos projetivos tal que
Imd; = Ker d;_1,Vi € {1,2,...,n}.

Se nao existe tal resolucao finita, entao diremos que M tem dimensao pro-
jetiva infinita.

A dimensao injetiva de M é o menor numero inteiro d tal que existe
uma resolucao injetiva da forma

0 ML g Brp 1

Iy 0

sendo I; modulo injetivo, F; homomorfismo de moédulos injetivos e ImFE,; =
Ker E;_1,Vi € {1, 2, ..., n}

Se nao existe tal resolucao finita, entao diremos que M tém dimensao injetiva
infinita.

A dimensao global, denotada por gldim A da algebra A é definida como
o supremo da dimensao projetiva de todos os A-modulos, isto é

gldimA = sup{pdM|M € modA}

Definicao 8. Representacoes de Quivers: Seja () um quiver finito.
Uma K-representacao linear ou simplesmente uma representacao
M de @) ¢ definida pelos sequintes dados:

a) Para cada ponto a € Qq € associado um K-espago vetorial M,

b) Para cada flecha o : a — b em Q1 € associado uma func¢ao linear
¢a . Ma — Mb
Tal representacao € denotada como M = (Mg, a)acQyacQ, OU Sim-

plesmente M = (Mg, ¢o). Diremos que sua dimensdo € finita se cada
espaco vetorial M, tem dimensao finita.

Definicao 9. Soma Direta e Representacoes Indecomponiveis :Sejam
M = (M;,¢a) e M" = (M, ¢y,) representacées de Q. Entdo

o 0
Mo M = (Mo M, (% %))zecgo,aecgl

¢ uma representacao de Q chamada de soma direta de M e M'. Dessa
forma, podemos definir a soma direta de finitas representacoes, sendo

Mi@®MyD...OM= (M SMoD... > My_1) D M.

Teorema 1. (Teorema de Krull-Schimidt) Sejam @ um quiver e M &
Rep(Q). Entao

M=M &M D...H M

onde M; € Rep(Q) sdo indecomponiveis e unicos, exceto pela ordem.

Teorema 2. (Teorema de Gabriel) Se A € uma dlgebra bdsica, conexa,
associativa e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado,
entao existe um quiver ) 4 e um ideal admissivel I da algebra de cami-

nhos KQ 4 de Q4 de modo que A = KQy/1

Teorema 3. (Teorema de Morita) Seja A=KQ/I, onde Q) é um qui-
ver finito conero e I € um ideal admissivel de K(@). Entao existe uma
equivaléencia K-linear de categorias

F: ModA — Repr(Q,1).

a) Representacao simples:
S(i) é de dimensao 1 no vértice ¢ e de dimensao 0 nos outros vértices. Entao,
(1)

i) = (S(2), ¢a)jer,aeQ17 onde
S(i

)i = K se i = j ou 0 caso contrario e ¢, = 0, para todas arestas «.

J
S(i) é chamada representagao simples do vértice i.

b) Representagao projetiva:

P(i) = (P(1)}, a)jeQyacq,
onde P(i); é o K-espaco vetorial cuja base ¢ o conjunto de todos os caminhos
de 7 para j em Q. Entao os elementos de P(7); sao da forma » . Acc onde ¢
percorre os caminhos de 7 para 7, e Ac € K e se j-%=[ é uma flecha em @,
entao ¢q : P(1); — P(i); ¢ o mapa linear definido na base pela composicao
de caminhos de ¢ para j com a flecha j-%-1.
Mais precisamente, a flecha o induz uma funcao injetora entre as bases de

P(i); e de P(i);, que associa ¢ = (1|31, ..., Bs|]) a ca = (i| 1, ..., Bs, a|l) e
ba(d . AeC) = D . Accar.
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P(7) é chamada representacao projetiva no vértice 1.

c) Representacao injetiva

I(i) = (I(1)}, pa)jeQuacq,

onde I(i); ¢ o K-espaco vetorial cuja base é o conjunto de todos os cami-
nhos de j para i em Q. Entdo os elementos de I(z); sdo da forma ). Acc
onde ¢ percorre os caminhos de 7 paraz, e A\c € K e se 7-2~[ é uma flecha
em (), entao ¢q : I(2); — I(7); ¢ 0 mapa linear definido na base eliminando
a flecha -2~ dos caminhos de j para ¢ que comecam em « e enviando
para zero os caminhos que nao comecam em . .

Mais precisamente, a flecha o induz uma funcao sobrejetora f entre
as bases de I(i); e de I(i);, que associa ¢ = (j|B1,...,0s]i) a a =
(1|59, ..., Bs, |7), 81 = a e 0 caso contrario. K ¢ é definida por

¢OZ(ZC )‘CC) — Zc )\ch(0>.

I(7) é chamada representacao injetiva no vértice i.

Seja A uma K-algebra de dimensao finita ey, e9, e3, ..., e, um conjunto com-
pleto de idempotentes ortogonais primitivos. A Matriz de Cartan de A
é a matriz n X n dada por:

dp1 -+ dpn
onde Cy € Mp(Z), e d;j = dimg(e;Ae;), para i,j € 1,2,...,n (Lem-
brando que P; = ¢;A com i € Q).

Seja C'y a matriz de Cartan da K-algebra A = KQ/I, entao alguns fatos
elementares sobre a matriz de Cartan sao:

e A i-ésima coluna de C'y é dim P;, com 7 € @),
e A i- ésima linha de C'y ¢é (dim]i)t, com ¢ € (o
odim P, = Cy - dimS;

o dim I; = (Cy)! - dimS;

Exemplo 1. Seja ()1 o quiver: 3 3

com I = (Ba) eAlzKl—lQ

dimP; = (1000)!
dimPy = (0110)?

dimPy = (1100)°
dimPy = (1101)!

(1101}
0111
CA=10010
0001
detCy, =1 e gldimA; = 2.
Exemplo 2. Seja ()2 o quiver:
e
2 5 164
K
60m12:<045,ﬁ%voé>€f12:%
1101
0110
Ca= 11011
0001

detCy, =2 e gldimAg = oo

Quando o ideal I é gerado por monomios, a algebra A = K@ /I é chamada
de algebra monomial. O calculo das entradas da matriz de Cartan no
caso de algebras monomiais, se reduz a contagem de caminhos no quiver ()
que nao ¢ zero em A, ou seja, o numero de homomorfismos f de A; em A; dos
A-modulos a direita. Vimos que no caso de algebra monomial as entradas
dessa matriz sao facilmente calculadas em termos dos caminhos da algebra
de caminhos.

O que torna a matriz de Cartan um assunto interessante ¢ que alguns
problemas abertos famosos na teoria das representacoes estao relacionados a
perguntas sobre invariantes de Cartan. Uma algebra de dimensao finita com
dimensao global finita é conhecida por ter determinante da matriz de Cartan
igual a —1 ou 1.Um problema em aberto, por exemplo, ¢ se o determinante
da matriz de Cartan é sempre igual a —1 ou 1 para algebras de dimensao
global finita.
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