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Uma das principais conquistas matematicas no inicio do século XXI foi
a demonstracao da conjectura de Poincaré, feita por G. Perelman em
2006. Numa versao simplificada, a conjectura afirma que toda variedade
tridimensional fechada com grupo fundamental trivial ¢ homeomorfa a
3-esfera. A importancia atribuida a conjectura de Poincaré se deve
ao fato dela estar contida num problema ainda maior. A classificacao
de variedades topoldgicas n-dimensionais, para n maior que 2, um dos

orandes desafios da matematica e ainda longe de uma solucao.

Apresentamos a classificacao de variedades bidimensionais compactas
orientaveis e nao orientaveis. Seguimos a prova feita por H. Seifert e
W. Threlfall em 1934. E por meio de triangulacoes obtemos invariantes

topologicos como a caracteristica de Euler e o genus.

Superficies: Intuitivamente uma variedade bidimensional ¢ um
espaco topologico com propriedades locais similares as do plano Eu-
clidiano. Como exemplo temos a estera.

Superficies Orientdvers: Uma superficie € orientavel se todo ca-
minho fechado nela contido preserva a sua orientacao. Informalmente

uma superficie orientavel possui “dois lados”: o de fora e o de dentro.

Figura 1: Superticies Orientaveis
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(a) Esfera (b) Toro
Superficies Nao Orientdvers: Uma superficie é nao orientavel
se existe pelo menos um caminho fechado nela contido que nao preserva
sua orientacao. Informalmente uma superficie nao orientavel é aquela

em que nao conseguimos identificar o lado de fora e o de dentro.

Figura 2: Superticies Nao Orientaveis

(b) Garrafa de Klein
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(a) Faixa de Mobius

Representamos as superficies compactas como o espaco quociente de

um poligono com os lados identificados aos pares.

Figura 3: Representacoes Poligonais de Algumas Supertficies
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(a) Toro (aba_lb_l) (b) Faixa de Mobius
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(c) Esfera (aa_l) (d) Plano Projetivo (aa)
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(e) Garrafa de Klein (aba_lb) (f) Plano Projetivo (abab)

Sejam S7 e S duas superficies. A soma conexa denotada por S71#.S59
é obtida retirando uma regiao circular em ambas superticies e depois

colando o complementar da regiao removida.

» Soma Conexa de Toros (T1#13)

Figura 4: Soma Conexa de Toros
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a) Remova a regiao circular cinza nos toros 17 e 15.
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(b) Considere o complementar da regiao cinza retirada.

aq b2

by a2

aq bQ

bl an

(c¢) Cole ambas as regides obtidas anteriormente.

» Soma Conexa de Planos Projetivos (P1# P2)

Figura 5: Soma Conexa de Planos Projetivos

(a) Remova a regiao circular cinza nos planos projetivos Pj e Py.
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(b) Considere o complementar da regiao cinza retirada.

ai a2

al a2

(c) Cole as duas regices obtidas anteriormente..

» Algumas Curiosidades da Soma Conexa

1. A garrafa de Klein é a soma conexa de dois planos projetivos.

2. A soma conexa de superficies orientaveis é uma superticie orientavel.
3. A soma conexa que contenha pelo menos uma superficie nao ori-

entavel € uma superficie nao orientavel.

Afirmamos que toda superficie compacta admite triangulacao, isto é,
toda superficie S pode ser dividida em regioes triangulares seguindo
alguns critérios naturais. |2]

» Algumas Triangulacoes

Figura 6: Toro Figura 7: Plano Projetivo

A caracteristica de Euler é um invariante topologico importante para a
classificacao de superficies.

Caracteristica de FEuler: A caracteristica de Euler de .S é:
xXS)=V—-A+T,
onde S ¢é uma superficie compacta triangularizada, V' o numero de

vértices, A o numero de arestas e T' o numero de triangulos em S.
» Caracteristica de FEuler do Toro
Pela figura 6 temos V =4, A =12 e T = 8. Portanto x(T) = 0.
» Caracteristica de Fuler do Plano Projetivo
Pela figura 7 temos V =6, A =15 e T = 10. Logo x(PP) = 1.
» Caracteristica de Fuler da Soma Conexa
Sejam S7 e Sy superficies. Assim x(S1#52) = x(S1) + x(S2) — 2.

» Caracteristica de Fuler de Algumas Superficies

Quadro 1: Caracteristicas de Euler de Algumas Superficies

Superticie Caracteristica de Euler
Esfera 2
Soma Conexa de n Toros 2—2n,n € N*
Soma. Conexa de n Planos Projetivos 2—n,neN*
Soma Conexa de 1 Plano Projetivo e n Toros 1—2n,neN*
Soma Conexa de 1 Toro e n Planos Projetivos —n, n € N*
Soma Conexa de 1 Garrafa de Klein e n Toros —2n, n € N*

O genus é um invariante topologico importante para relacionar as curvas
algébricas complexas com as superticies compactas.
Genus: Uma supertficie que é a soma conexa de n toros ou n planos

projetivos € dita de genus n. Ja a esfera ¢ de genus 0.
» Caracteristica de Fuler e Genus

A caracteristica de Euler e o genus se relacionam pela seguinte formula:

1
5(2 — X) para superficies compactas orientaveis
g p—
2—X para superficies compactas nao orientaveis

Teorema 1. Duas superficies S| e S sao homeomorfas se, e somente
se, possuem a mesma caracteristica de Euler, sao ambas orientaveis ou

nao orientaveis.

Teorema 2. Toda superticie compacta € homeomorta ou a estera, ou
a soma conexa de toros ou a soma conexa de planos projetivos.
» Aplicacao

Seja a superficie S identificada pela seguinte triangulacao:
123 234 341 412

Desta forma, o esquema da triangulacao é dada por:

Figura 8: Triangulacao da Aplicacao
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Pela figura 8 obtemos V' =4, A =6 e T = 4. Isto implica x(5) = 2,
consequentemente pelo teorema 1 e quadro 1 sabemos que a superficie

dada é homeomorfa a uma esfera.

O trabalho encontra-se em andamento. As proximas etapas serao o
calculo do grupo fundamental das superficies acima e a médio prazo

estabelecer a correlacao com as curvas algébricas complexas.
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