ESPACOS DE SOBOLEV NA RETA E APLICACOES

‘ 1. Introducao I

A partir do estudo de topicos de Teoria da Medida, podem ser construidas
ferramentas que culminam na teoria de integracao e na obtencao de ine-
quacoes, uteis no atingimento de estimativas. Mais ainda, o estudo da deri-
vada fraca nos permite definir os espacos de Sobolev que é um espaco mais
amplo que engloba uma classe maior de funcoes que nao necessariamente
possuem derivadas no sentido classico.

‘ 2. Objetivos I

Conhecendo os Espacos de Sobolev, podemos procurar solugoes, no sen-
tido fraco, de alguns problemas de valor inicial, sem a exigencia de que a
solucao procurada seja classica. Os dados iniciais também fazem parte des-
tes espacos de derivada fraca. A unicidade de solucao também é obtida sob
certas condicoes.

‘ 3. Metodologia I

Foram estudados os topicos propostos pelo orientador, apresentando ao
mesmo 0s progressos obtidos durante a semana. Além disso, foram reali-
zadas reunioes semanais com o orientador, onde esclareceram-se duvidas.

‘ 4. Espaco L” I

Definicao 1. Sejam 2 € R e 1 < p < 4+00. Definimos

LP(Q) = {f . 0 — R mensurdveis; / LfIP du(z) < +oo} ,
(2

munido da norma

1

= | [ 197 duto)|?
Definicao 2.

L>(Q) =A{f : Q= R mensurdveis; |f(x)| < C q.t.p. em Q},
munido da norma

[flloo = mH{C; [f(z)] < C, ¢.tp. v €}
Teorema 1 (Desigualdade de Young). Sejam p > 1 e p’ > 1 reais tais que

1 1
-+ =1 Dados a > 0 e b > 0 entao vale
p p
a? o
ab < — + R
p p

valendo a tqualdade se aP = bP

Teorema 2 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € LP(Q),

1
comp, p’ >0 e tais que —+— =1, com 1 < p < co. Entao f, g e LYQ)

p 7

[ 171 < 1£1slgl

A partir deste momento, o trabalho ficara restrito apenas a intervalos I da
reta real.

€

Teorema 3. O espago LP(I) € um espaco vetorial e || - ||, € uma norma
para todo p, com 1 < p < 400.

Definicao 3. Seja E um espaco vetorial normado. Diremos que E €

um espaco de Banach se para qualquer sequéncia de Cauchy (xy,) C E,
tem-se xrp, > x € F.

Teorema 4. Sejam (fn) C LP(I) e f € LP(I) tais que || fn — fllp — 0.
Entao existem (fn, )i C (fn)n e h € LP(I) tais que

(1) fn.(x) = f(x) ¢.t.p. x € I;

(1) | fn,(x)| < h(x), para todo k € N, q.t.p. x € 1.

‘ 5. Convolucao e Regularizacao I

Definicao 4. Sejam f e g fungées mensuraveis em R. A convolucao

entre f e g € definida por (f * g)(x) = Jg f( ) - g(y) dy, para todo
x € R onde a integral existe.

Teorema 5. Sejam f € LY(R) e g € LP(R), 1 < p < +oo. Entdo para
quase todo x € R, a funcao

w: R — R
y — flz—y)g(y)

¢ integrdvel. Desta forma, para q.t.p. © € R temos que (f * g) estd

definida. Além disso, ||f % gllp < IIfll1lgll-

Teorema 6. Sejam [ € LYR), ¢ € LP(R) e h € LP(R). Defina
f:R —= R por f(x) = f(—x). Entdo

/ (f % 9)(@) - hiz) da = / 9()F * )(y) dy.
R R

Teorema 7. Seja f : R — R uma funcao. Considere a familia (w;);crg
de abertos em R tal que f(x) =0 q.t.p. x € w;, para todo i € I. Seja
W =U;eyw;. Entao f =0 ¢q.tp. x € W.

Teorema 8. Sejam f € LYR) e g € LP(R), com 1 < p < 400. Entdo

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Definicao 5. Sejam I C R aberto el < p < +o0. Diremos que f € local-
mente p-integravel em I, e escreveremos [ € LZZDOC(]), se f-xx € LP(I),
para qualquer compacto K C I.

Lema 1. Sejam p, q tais que 1 < g < p < 4+o0. Se f € Lloc(])’ entao
feLmU)

Seja I C R um aberto. Denotamos

CNI) =C(I)={f:I—R; fécontmua em I};

C k(] ) =Af: I —R; fék vezes derivavel com derivadas continuas em [ };

C>®(I) = N2y CM(I);

Cel
Ce(I) = CHI)N Cell):
Co(I) = C() N Cell).

(
I) =C.(I)={f:1—=TR; fécontinua e tem suporte compacto em I};
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Teorema 9. Sejam f € C.(R) e g € LZOC(R>° Entao (f * g)(x) estd bem
definida para qualquer x € R e além disso f x g € C(R).

Teorema 10.Se f € CHR), com k > 1, e g € Ll
(f*g) € C*R) e
d” d"
(f 9) = (wf) *g

Definigao 6. Uma sequéncia regularizante (pn)peN € uma sequéncia de
funcoes pn, : R — R tais que

pn € CZX(R), supp(pn) C [—1,1] e /andx = 1.

Teorema 11. Seja f € C(R). Entao (pn *x f) — f uniformemente em
compactos de R.

Teorema 12. Se f € LP(R), com 1 < p < oo, entao (pn * f) — f em
LP(R).

Corolario 1. Seja I um aberto de R. Entdo C2°(I) é denso em LP(I),
para cada 1 < p < o0.

‘ 6. Espaco de Sobolev I

Definicao 7. Seja I = (a,b) um intervalo aberto, definimos por

WhP(1) = {ue LP(I):dg € LP(I); /[ugpl— —/[ggo, Vo € Ccl([)}

Neste caso, diremos que g é a derivada fraca de u e escrevemos v = g.
Denotaremos também por H(I) = Wh?(1).
Proposicao 1. O espaco Wl’p(]) € um espaco de Banach para 1l <p <
00, € reflevivo para 1 < p < oo e € separavel para 1 < p < oc0. Em
particular, HY é um espaco de Hilbert separdvel.

(R), entao

loc

para todo n > 0.

Teorema 13. Seja u € Wl’p(l) com 1 < p < oo, com I limitado ou
nao, entao existe u € C(I) tal que u =1 e

X
u(xr) —uy) = / u'(t) dt, Yo, y € 1.
Y
Lema 2. Seja f € LZOC<]) e tal que

/[fSO/ =0,Vp € CH(I).

Entao existe uma constante ¢ tal que f =c q.t.p. em 1.

Lema 3. Seja g € Lloc([> para Yo fizado em I

v(x):/xg(t) dt, x € 1,
Y

0

/w—/g% Vi € CH(I).

Teorema 14. Seja u € LP(I) com 1 < p < 00, as sequintes propriedades
sao equivalentes

(i)u € WHP(I);

(i) existe uma constante C' tal que

//
Uy
I

Além disso, nos temos que C = ||u']|.

entao v e C(I) e

< Cllglly. Vo € CAD.

Teorema 15. Uma funcdo v € L>(I) pertence a WH>X(I) se, e somente
se, existe uma constante c tal que

u(x) —u(y)| < clz —yl,
para x, y q.t.p. em 1.

Teorema 16. Seja u € LP(R) com 1 < p < 00. As sequintes proprieda-
des sao equivalentes

(i)u € WHP(R);

(1) existe uma constante c tal que para todo h € R
|lu(z +h) = u(@)|p < clh].

Além disso, podemos tomar ¢ = ||u/||.

Teorema 17 (Operador extensao). Seja 1 < p < co. Fxiste um operador
linear limitado P - WHP(I) — WHP(R), chamado operador extensdo,
satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) Pu|; = u, Yu € WHP(I);
(ii) || Pull pow) < ellull oy, Yu € WHP(D);
(idi) || Pullyiom) < cllullyrs gy, Yu € WHP(I),
onde ¢ depende apenas do intervalo I, que é limitado ou I = (0, +00).

Teorema 18 (Densidade). Seja v € WHP(I), 1 < p < +o0. Entio existe
(up) € CR(R) tal que un|; — u em WHP(I), quando n — +oo.
Teorema 19 (Imersoes de Sobolev). Seja I intervalo de R.

(1) |ull o1y < Cllullwrop), para todo u € WhP(I),1 < p < +00. Se
u e WEP(I), entdo v € L°(I). (WHP(I) c L>(I))

(ii) Se |I| < oo, entdo WHP(I) estd imerso compactamente em C(I),
para 1 < p < oo. Isto significa que toda sequéncia limitada
(un) C WEP(I) possui subsequéncia convergente em C(I).

(iii) Se |I| < oo, entdo WHL(I) estd imerso compactamente em LI(I)
com 1 < g < oo. Isto significa que toda sequéncia limitada (un) C
WHI(I) possui subsequéncia convergente em LI(I).

~

Proposicao 2. Se I € um intervalo ilimitado e u € WHP(I), 1 < p < o0,
entdo lim, _, o u(z) = 0.

Proposicao 3. Seu, v € WHP(I), com 1 < p < 0o, entdo u-v € WHP(I)
e aléem disso,
(w-v) =u - v+u-v.

Consequentemente, € valida a formula de integracao por partes

b
/a (u' - v)(z) de = u(z) - v(z)

para quaisquer a, b € 1.
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Proposicao 4. Sejam G € CHR) tal que G(0) =0 e u € WHP(I), com
1 < p < oo. Entio (Gowu) e WHP(I) e além disso,

(Gouw)(z) = G(u(z)) u'(x).

Definicao 8. Dado 1 < p < 00, denotaremos por Wol’p(]) o fecho de
CHI) em WLP(I). Denotaremos também

H} = Wy (I).

Podemos ainda introduzir ao espaco Wol’p(]) a norma de WHP(I) e de
maneira andloga, introduzimos ao espaco H&([ ) o produto por escalar

de HY(I). Observe que o espaco Wol’p(]) ¢ um espaco de Banach se-

/ . . s . . 1
pardvel. Mais ainda, € reflerivo se 1 < p < oco. O espago de Hilbert H,
€ separdvel.

Observacgao 1. Quando I = R sabemos que CH(R) € denso em WHP(R)
e portanto

W, P(R) = WHP(R).

Mais ainda, utilizando uma sequéncia reqularizante (pn) € facil verificar
que

(1) C2°(I) é denso em Wol’p(]);
(i1) Se v € WHP(I) N Cu(I), entdo u € Wol’p(l).
O proximo resultado caracteriza as funcoes em VVO1 P(I).

Teorema 20. Seja v € WHP(I). Entio u € Wol’p(l) se, e somente Se,

u=0 em OI.
‘ 7. Aplicacao I
Considerand bl —u +u=f I = (0,1). U
onsiderando o problema w(0) = u(1) =0 em = (0,1). Uma

solucao fraca do problema acima é uma funcao u € VVO1 ’2(] ) satisfazendo

W' de 4+ [wde= [ f-vdx, Vo Wl’Q(I).
I I I !

Motivacao:

—u”+u:f$ —u”-v+u-v:f-v
= —f]u”-vdx+f]u-vda?:f[f-vdat
= [ju (@) de—u |y + [fuvde = [;f o de

= [ ) (x) de + [;(u-v)(x) dz = [; v dz.

O espago H&([ ) = VVO1 ’2([ ) ¢ munido do produto interno

(w, V) 11y :/u’-v' d:z:+/u-vd:17.
I I

A aplicacao ¢ H&(I ) — R definida por

é um funcional linear continuo se f € L?(I). Além disso,

= | f; f-vde| < [|f]-Jo] da

= If vl < Wz - ol < C

Pelo Teorema da Representacio de Riesz, existe um tinico u € Hi(I) tal
que

- [ revte=
I

/u-vder/u/-v/da;:/f-vd:L‘.
I 1 1

Se f € L*(I) e u € H&([) ¢ solucao fraca do problema, entdo u €
H?(I) = W#2(I). Como u é solucdo fraca do problema inicial, temos

/u’-v’dm+/u-vdaz-/f-vdx, VUGH&([)
I I I

/u/-vldx:/(f—u)-vda:, Yo € Hi(I).
I I

v dz, Yv € CHI). Isto nos

garante que (u — f) é a derivada fraca de u/'. Como (f —u) € L%(I), segue
que v’ =u — f € L*(I).

Portanto, v € H?(I) = W??(I). Considere agora f € C(I). Note que
uw € HY(I) = WH(I). Pelo Teorema de Imersio, temos v € WH2(I) C
o).

Logo, (v} =u — f € C(I). Portanto, u € C*(I).
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‘ 9. Apoio Financeiro I

QCNPq

IhN nal de Desenvolvimento
th T noldgico

Em particular, [;(u"-v")(z) dz = [;(f




