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O atrator de Lorenz geométrico

Introducao: Como parte da teoria de sistemas nao-uniformimente hiperbolicos vamos estudar o atrator de Lorenz geométrico. Existem estudos onde mostram que o atrator de Lorenz geométrico possuem orbitas periodicas
densas. Concluiremos que o atrator de Lorenz geométrico € uma classe homoclinica i.e, o fecho dos pontos de intersecao transversal das variedades estdveis e instdaveis de uma orbita periddica. [1]

1. Definindo o atrator de Lorenz geométrico

Considere S3 = R3 U (00| a 3-esfera. O atrator de Lorenz geométrico € um atrator em S3 de um fluzo Y.
Este atrator tem como bloco isolante um bitoro sdlido U em R> ao qual o fluxo Y é transversal e aponta para
seu wnterior ao longo de sua fronteira. Em SB/ U o fluro Y tem trés singularidades hiperbolicas tipo sela
em R> com autovalores complexos estdveis, e uma fonte {oo}. Definimos o conjunto maximal inveriante
de Y em U como:

O conjunto A € chamado o atrator de Lorenz geométrico. O modelo geométrico da figura abaixo é motivado

pelo campo de Lorenz[3):
X(z,y,2)=(—ox+oy,re —y —xz,—bz+xy),0,7,b >0 (1)

Quando os parametros na equacao anterior sao o =10, r =28 e b = %, a simulacao numérica deste campo
possui um comportamento similar ao campo Y chamado modelo de Lorenz geométrico. (2]
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FIGURE 1: O atrator de Lorenz geométrico

2. A transformacao de retorno.

autovalor do eiro z, o qual é suposto invariante

Seja o = {(z,y,1) : || < 5|yl < 3} wma
pelo fluxo gerado por Y.

secao transversal do campo Y tal que temos uma
transformacao de retorno F bem definida para
¥ =Y/{x =0}. Alinhax =0emX € a in-
tersecao de W*(0,Y) com ¥ . Seja

2. BExiste uma folheacao I'° de Y cujas folhas sao
linhas verticais tais que se L € I'® e F estd de-
finida em L, entdo F(L) fica contida numa fo-
lha de I'°. A folheacao I'° € parte da variedade
estavel forte do fluxo no atrator a qual pode ser
estendida a uma vizinhaca do atrator.

F:Y —int(X):p— F(p)

definida por F(p) = Yr(p), onde T € o primeiro
tempo positivo tal que Yy € 2i. Portanto, assumi-
mos as sequintes hipoteses sobre o campo Y .

3. Todo ponto de X* retorna a X e a trans-
~ z : )

formacao de retorno F ¢ "suficiente”expansora
na direcao transversa as folhas de I'°.

1. O ponto O = (0,0,0) tem autovalores \i, Ao,
A3 tais que 0 < —A3 < A1 < — A9, onde A3 € o

4. O fluro € stmétrico em relacao a rotacao 0 = m
em torno do eixo z.

FEstas quatro hipoteses definem o fluxo de Lorenz Propriedade 40 < dg < § < 1 para todo z # 0
geométrico. Analiticamente as hipoteses acima 9 0y

podem ser reformuladas mediante um sistema de
coordenadas (x,y) sobre ¥ tal que F possui as se-
gquintes propriedades:

Propriedade 1 As folhas de 1'° estao dadas por 1. Bxceto do fato de F'nao esta definida sobre r =
0, as Propreiedades 3 e 4 sobre F implicam que

existem uma estutura hiperbolica nas orbitas de
Fem 2.

2. Perto da origem O = (0,0,0) existe uma ex-
pansao transversa a folheacdao I'°.

Observe que:
_ 1]
T=ccom—-5 <x<5

Propriedade 2 Existem transformacoes f e g
tais que F tem a forma

F(x,y) = (f(x),9(z,y))

para x # 0 e F(-z,-y) = -F(z,y).
Propriedade 3 f'(x) > X\ > /2, para todo x # 0
e lim,_o f'(z) = oo.

3. Podemos pensar que cada folha L € I'° estd

contida na intersecao de > com W?(q,Y) para
algum q € L e L C W?%(q,Y).

3. O espaco das folhas da folheacao |*

Seja B = [_71, %] o espaco das folhas da folheacao
['®, isto €,

¢ o quociente de X for I'° com
m:Y% — B:(x,y) — x sendo a transformacao T T
projecao. Considerando a Propriedade 2 , seja <I] a—s
f: B/{0} — B a transformac¢ao quociente in- P s /
duzida por F', onde f om = m o F'. Observe na DH} /
Figura 2. Note que f(B/{0}) = (5, 3). - / / '
Se V. C X eJ C B, assumimos as sequintes | = —
convengoes: F(V) = F(V/{x = 0}, f(J) = 20 e 1 L

f(J/{0}) e B" = (_71,%) Portanto, podemos es-
crever f:B— B, f: B — Blef: ¥ — ¥

FIGURE 2: Transformacao do modelo de Lorenz
geométrico

4. Lemas prévios

Considere os sequintes resultados:

Lema 1 A transformacao f : B — BY ¢ LEO (locally eventually onto), isto €, para todo intervalo I de

BY existe um nimero inteiro n > 0 tal que f™(I) = (5 %)

Lema 2 Seja [ B — BY como acima. Entdo para todo T € BO, tem-se o sequiinte B =
CL (Upsof ()
Observe que o Lema 2 implica que para cada folha Ly = 7~ () com x # i% temos > = CL (UkZOF_k(Lx))

Lema 3 A transformacao f : B — B tem orbitas periodicas densas.

Observe que se b € um ponto periddico de f entao a folha Ly = 7'('_1([?) ¢ uma folha periodica para F'. Deste
modo, o Lema 3 junto ao fato de que as folhas de I'° sao contraidas por F', Propriedade 4, tmplica que F
também tem orbitas periodicas densas.

Lema 4 Para todo ponto periodico p de F', tem-se
¥ =CL(W?p.F)).
Lema 5 Para todo ponto periodico p de F', tem-se

B/(Lavl)= | Lo

Definimos

A=CL| () F'(5)
n>0

Aqui CU(S) denota o fecho de S. Claramente, a orbita de cada ponto de ¥ ou estd contida em A ou toca
na fitha x =0, onde F' nao estd definida. (1]

Lema 6 Para todo ponto periodico p da transformacao F', tém-se

CLW"(p, F))=A

5. O atrator de Lorenz geomeétrico € uma classe

homoclinica

Teorema 1 O subconjunto compacto invariante A de F' é uma classe homoclinica para F.
Teorema 2 O atrator de Lorenz geométrico € uma classe homoclinica.

Demonstracao: Pelo fato de f ser LEO f" tem um ponto fixo em B e com isso f possui um ponto periodico.
De tal modo, F' tem um ponto periodico, e com isso o fluxo Y possui orbita periddica. Seja q € Yi(A)
arbitrdario e r € Hp(p) analisando o plano transverso da variedade instdvel e estdavel e dado que

A=CL (| Jvi(4)
t>0

pela arbitrariedade de q podemos toma-lo ao proximo de r quanto queira e pelo Teorema 2, temos que \ €
uma classe homoclinica para o fluxo Y. m
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