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Algebra Linear ¢ um dos conhecimentos basicos e essenciais em qualquer
ciencia exata e que aparece praticamente em todas as areas do saber que
utilizam a Matematica como ferramenta para modelar os seus problemas e
resolve-los. O potencial de aplicabilidade da Algebra Linear é muito amplo
e, neste projeto, abordamos varias aplicacoes, além de aprofundar alguns
topicos avancados desta area.

Neste trabalho apresentamos alguns teoremas importantes estudados e duas
aplicacoes da Algebra Linear, a saber, aplicacoes em Modelos Economicos
de Leontief e em cadeias de Markov.

Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K, 7": V' — V uma aplicacao
linear e ¢(t) € K[t] um polinomio com coeficientes no corpo K.

Se q(t) = Zéc:l a;t', entdo q(T) = Z,,]f:l a;T", mesmo que V tenha di-
mensao infinita. Se A € My, «,(K) é uma matriz, g(A) € My, xn(K).

Teorema 1 (Teorema da Imagem do Espectro). Sejam
A € Myuxn(K) eq(t) € K|t]. Se A é um autovalor de A, entao q(\)
¢ um autovalor de q(A). Além disso, quando K = C, todos 0s autova-
lores de q(A) sdo da forma q(N\), em que A € um autovalor de A.

Definigao 1. Seja p(t) € K|t| o polinomio caracteristico deT -V — 'V,
em que V' € um espaco vetorial de dimensao finita n. Seja

p(t) = [p1 (&))" [p;(£)] ™

a decomposicao de p(t) em fatores irredutiveis, com p;(t) # pr(t), para
v # k. Definimos, para i = 1,...,7, o autoespaco generalizado as-
sociado ao polinomio pi(t) como o conjunto de todos os vetores v € V
para 08 quais existe um inteiro positivo k tal que [pz(t)]k v =0.

No caso em que p;(t) =t — \;, sendo \; um autovalor de T, os elemen-
tos nao-nulos do autoespaco generalizado sao chamados autovetores
generalizados de 1" associados ao autovalor \;.

Como Np(p;(t)) é um subespaco do espaco de dimensao finita V', para todo
k € N, esses subespacos precisam ser todos iguais a partir de certo indice
k € N. Seja d; = d(p;(t)) o menor inteiro positivo com tal propriedade. O
inteiro positivo d; é chamado indice de p;(T).

Teorema 2 (Decomposicao Primaria). Seja p(t) € K|t| o polinomio ca-
racteristico da aplicacao linear T' -V — V', em que V € um espaco
vetorial de dimensao finita n. Se

p(t) = [ (@))* - [p(6)]”

¢ a decomposicao de p(t) em fatores irredutiveis, com p;(t) # pi(t), para
i # k, entao, se d; € o indice de p;i(T), o polinomio minimo de T €

m(t) = [pr ()] - [pi(6)] ¥,

em que 0 < d; < s;, parat=1,...,7. Em outras palavras, o polinomzio
minimo possui todos os fatores irredutiveis do polinomio caracteristico
de T'. Além disso,

VZWl@WQ@“'@Wj,
em que W; = ker [p; ()%, com T(W;) C W;.

Observacao 1. No caso especial em que K = C, o Teorema da Decom-
posicao Primdria € conhecido como Teorema Espectral.

Definicao 2. Uma matriz complexa J, de ordem n X n, estd na forma
canonica de Jordan se

(Jlo---o\ /Alo 'O\
0 Tt 0 0A 1 - 0
J=1 ‘2. |, em que J; = : el
T 00--+ X 1
\OO"'J/{/ \00...0)\)

e A € um dos autovalores distintos Ay, ..., \; da matriz J.(Ao autovalor

A\; pode estar associado mais do que um bloco J;; as vezes se define J;
com a sub-diagonal de uns situando-se abairo da diagonal principal).

Teorema 3 (Jordan). Sejam A, B € My, xn(C) duas matrizes seme-
lhantes, isto €, existe uma matriz invertivel P € My xn(C) tal que

A= P~ IBP. Entio

(i) A e B possuem os mesmos autovalores \;;

(ii) 0s espagos Nj(N;) = ker(A—NI) e M;(N;) = ker(B—X\I) possuem
a mesma dimensao, para todo 7 € N e todo autovalor \;.

Reciprocamente, se estas duas condicoes se verificam, entao A e B sao
semelhantes.

Definicao 3. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K. Um pro-
duto interno em V € uma aplicacdo (-,-) : V x V — K satisfazendo
as sequintes propriedades:

(i) (u,v) = (v, u), para todos u,v € V;
(71) (u + Av, w) = (u,w) + Xu,v), para todos u,v,w €V e A € K;

(111) (u,v) = 0 e (v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Um espaco V' com produto interno é chamado euclidiano se ele tem
dimensao finita.

Teorema 4 (de representacao de Riesz). Toda aplicagdo linearl:V — K
num espaco euclidiano V' pode ser escrita como um produto interno.
Maas precisamente, existe um unico y € V' tal que

[(x) = (x,y), para todo x € V.

Existe uma generalizacao deste resultado para certos espacos com produto
interno de dimensao infinita (os espacos de Hilbert).

Proposicao 1. Sejam V' e W espacos euclidianos. Dada uma aplicacao
linear T' -V — W, existe uma unica aplicacao linear T* : W — V,
chamada adjunta de T', satisfazendo

(T(v),w) = (v, T*(w)), para todosv eV, w e W.

Definicao 4. Uma aplicacao T : V — V é chamada auto-adjunta se
T ="1T.

Note que se B é uma base ortonormal de V', [T™|p = ([T 5)*. Além disso,
se Ty = A ¢é auto-adjunta, P~lAP = B implica que B é auto-adjunta.
Uma matriz A é auto-adjunta se A* = A. No caso real, isso equivale a
AL = A e a matriz A é simétrica.

Teorema 5. Seja V um espaco euclidiano complexo e H .V — V uma
aplicacao auto-adjunta. Entao os autovetores de H estao associados a
autovalores reais e formam uma base ortonormal de V.

Teorema 6. Sejam H, K : V — V aplicacoes auto-adjuntas tais que
HK =KH.

Entao H e K podem ser simultaneamente diagonalizadas, isto €, existe
uma base ortogonal de V' formada por vetores que sao, ao mesmo tempo,
autovetores de K e de H.

Definicao 5. Seja V' um espaco euclidiano. Uma aplicacao linear
NV —V é normal se ela comuta com sua adjunta, isto €,

NN*= N*N.

. O Modelo Fechado de Leontief

E um sistema econdmico consistindo de um niimero finito de industrias, or-
denadas pelos numeros 1,2, 3, ..., k, tais que, ao longo de algum periodo
fixo de tempo, cada industria produz um produto, que pode ser algum bem
ou servico, que ¢ completamente utilizado de uma maneira predeterminada
pelas k£ industrias.

O problema depende em encontrar precos convenientes que devem ser cobra-
dos por estes k produtos de tal maneira que, para cada indutria, o total dos
gastos seja igual ao total recebido. Uma tal estrutura de precos representa
uma posicao de equilibrio para a economia.

Para o periodo fixado de tempo, p; é preco cobrado pela i-ésima industria
pela sua produgao total; e;; ¢ fracao da produgao total da j-ésima industria
que ¢ comprada pela i-¢sima industria, paraz,7 =1,2,3,..., k.

Com estas quantidades, formamos o vetor-preco P = |p1,po, . . ., pn]t ¢ a

matriz de input-output E = [eij} kX k.
As entradas de P e E/ sao nao negativas com ej;+eg;+...+ep; = 1, para
17=12...,k.

Teorema 7. Se E ¢ uma matriz de troca, entao EP = P sempre tem
uma solucao nao trivial P cujos entradas sao nao-negativas.

Teorema 8. Seja £ uma matriz de troca tal que todas as entradas de
E™ sejam positivas, para algum inteiro positivo m. Entao existe exa-
tamente uma solucdo linearmente independente de (I — E)P =0 e ela
pode ser escolhida com todas suas entradas positivas.

. O Modelo Aberto de Leontief

Ao contrario do modelo fechado, no qual os produtos de k£ industrias sao so-
mente distribuidos entre as proprias industrias, o modelo aberto tenta satis-
fazer uma demanda externa para os produtos. Uma porcao desta producao
ainda pode ser distribuida entre as proprias industrias, para mante-las ope-
racionais, mas deve haver algum excesso, alguma producao liquida. com a
qual satisfazer a demanda externa. Nesse modelo, os precos sao fixados e o
objetivo é determinar os niveis de producao das industrias necessarios para
satisfazer a demanda externa.

Para algum periodo fixado de tempo, sejam x; o valor monetario da producao
total da i-ésima industria, d; o valor monetario da producao da i-ésima
industria necessaria para satistazer a demanda externa, ¢;; o valor monetario
da producao da i-ésima industria que ¢é necessaria para a j-ésima industria
produzir uma unidade do valor monetario de seu proprio produto.

Com estas quantidades, definimos o vetor-producao
t
X =x1,29,...,21]",

o vetor-demanda
D =[dy,dy,...,d)"

e a matriz de consumo C = [Ciﬂkxk'

Pela sua propria natureza, X, D e C possuem entradas nao-negativas A
partir da definigao de ¢;; e de x; pode ser visto que a quantidade

Ci1T1 + G2 + -+ - + G Tk,

é o valor da producao da i-ésima industria que é necessaria para todas as k
industrias produzirem um total especificado pelo vetor de producao X.

Definicao 6. Uma matriz de consumo C € produtiva se (I — C)~!
existe e as entradas da matriz (I — C’)_l $a0 Nao-neqgativas.

Teorema 9 (Matriz de Consumo Produtiva). Uma matriz de consumo
C' € produtiva se, e somente se, existe um vetor-producao X tal que

X >CX.

A condicao X > CX significa que existe uma tabela de producao tal que
cada industria produz mais do que consome.
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Corolario 1. Uma matriz de consumo C € produtiva se cada soma das
entradas das linhas de C € menor do que 1.

Corolario 2. Uma matriz de consumo C ¢ produtiva se cada soma da
entradas das colunas de C' € menor do que 1.

O Corolario 5.2 nos diz que uma matriz de consumo é produtiva se todas as
k industrias do sistema economico sao lucrativas.

Um processo de transicao que ocorrer com uma certa probabilidade e depen-
der apenas do estado em que o fenomeno se encontra e do estado seguir é
denominado processo de Markov e uma sequéncia de estados seguindo
este processo sera denominado cadeia de Markov.

Definicao 7. Um processo aleatdrio de Markov é um processo que
pode assumir estados ai, a9, ...,ar, de tal modo que a probabilidade de
transicao de um estado a; para um estado a; seja p;; (um nimero que
so depende de a; e a;).

Se P = [pij} 1 for a matriz de transicao de uma cadeia de Markov qual-
quer de k estados, entao, dado qualquer 7, devemos ter

p1j+Dp25+ -+ o =1, (1)

porque se o sistema estiver no estado 7 numa observacao, é certo que estara
num dos k estados possiveis na proxima observacao.
Uma matriz com a propriedade (1) é denominada matriz de Markov

Definicao 8. O vetor estado (ou vetor de probabilidades) ¢ aquele
cuja 1-éstma linha da a probabilidade de ocorréncia do estado a; apos
n transacoes:

Yk
As entradas em qualquer vetor estado de uma cadeia de Markov sao nao-
negativas e tem soma 1. Um vetor coluna com essa propriedade ¢ denomi-

nado vetor de probabilidade. Seja x(9) o vetor estado de uma cadeia
de Markov em alguma observacao inicial.

Teorema 10. Se P for a matriz de transicao de uma cadeia de Markov
e x\™) o vetor estado no n-ésima observacao, entao x(ntl) — px(n),

Definicao 9. Uma matriz de transicao ¢ regular se uma poténcia po-
sitiva da matriz tem todas as entradas positivas.

Assim, se P for uma matriz de transicao regular, existe algum inteiro positivo
m tal que todas as entradas de P"" sao positivas.

Uma cadeia de Markov que é governada por uma matriz de transicao regular
¢ denominada cadeia de Markov regular.

Teorema 11. Se P for uma matriz de transicao reqular, entao:

i) As poténcias P™ se aprorimam de uma matriz QQ, no sentido de que
cada elemento de P" se aproxima do elemento corresponde em ().

1) Todas as colunas de @ sdo iguais, sendo dadas por um vetor-coluna

q1
42

dk

em que os q; > 0 tats que q1 +q + - -+ q. = 1.

1) Para qualquer vetor estado inicial

o vetor de probabilidades Px(0) e aproxima de q (dado no item
anterior).

i) o vetor q € o unico vetor que satisfaz Pq = q e denominado vetor

de estado estacionario.

Além das duas aqui apresentadas, foram estudadas ao longo do desen-
volvimento desse projeto aplicacoes a Geometria, ao Calculo, as Ciéencias
Biologicas, da Saude, a Teoria de Codigos, a Critpografia, a Teoria de Jo-
gos e a de Grafos, a Economia e outras aplicacoes. Tal estudo permitiu
desenvolver e aprofundar o conhecimento em Topicos de Algebra Linear e
suas aplicacoes, como também, abriu possibilidades para uma futura pos-
oraduacao em Matematica Aplicada.
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