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‘ 1. Introducao |

O desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais teve inicio por volta
de 1930, mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se mais inten-
samente apos um artigo de Kaplansky, no qual o autor mostrou que toda
Pl-algebra primitiva ¢ uma algebra simples de dimensao finita.

Uma identidade polinomial de uma &lgebra A sobre um corpo F' é
um polinomio f(x1,z9,...,Tn) em indeterminadas nao comutativas que se
anula quando avaliado sob todos os elementos de A. Quando existe uma tal
identidade para a algebra A, dizemos que A é uma PI-algebra.

O conjunto das identidades polinomiais satisteitas por uma dada algebra so-
bre um corpo F' é um T-ideal da algebra F'(X') dos polindmios nas variaveis
nao comutativas, ou seja, ¢ um ideal invariante sob todos os endomorfismos
de F(X) .

Os principais resultados desenvolvidos nos tultimos anos sobre as Pl-algebras
tem sido obtidos, em sua maior parte, através de técnicas que fazem o uso
de representacoes de grupos simétricos em caracteristica zero e teoria de
algebras graduadas, além de métodos assintoticos, integrando assim varias
teorias matematicas em uma area de pesquisa bastante atual.

‘ 2. Definicoes basicas de PI-algebras |

Definicao 1. Sejam F um corpo e X um conjunto. A algebra as-
sociativa livre em X sobre F' € a dlgebra F(X) dos polinomios nas
indeterminadas nao comutativas x € X. Formalmente F'(X) € definida
por um isomorfismo com a sequinte propriedade universal: dada uma
F'-dlgebra associativa A, toda aplicacao X — A pode ser estendida de
forma unica para um homomorfismo de dlgebras F(X) — A. A cardi-
nalidade de X é o posto de F(X) . Aqui consideramos a dlgebra livre
F(X) de posto enumerdvel sobre o conjunto X ={x1, x9,...}.

Se f € ['(X) escrevemos f = f(xq, x9,..., xp), com x1, T9,..., Tp € X
as indeterminadas que, de fato, aparecem em f. Para os elementos de X
usamos os simbolos z, x; . Também usamos vy, y;, z, z; para novos elementos
de X, quando for necessario.

Definicao 2. Seja A uma F-dlgebra e f = f(xy, x9, ..., xp) €
F(X) . Dizemos que f é uma identidade polinomial de A se
flay, ag, ..., ap) =0, para todos ay, ag, ..., ap € A.

Seja @ o conjunto de todos homomorfismos ¢ : F(X) — A. Entao f é uma
identidade polinomial de A se, e somente se, f € ﬂgpecb Kery. Diremos
que f = 0 ¢ uma identidade de A ou que A satistaz f = 0. Uma vez
que o polinomio trivial é uma identidade para toda algebra A, estabelemos
0 seguinte:

Definicao 3. Uma dlgebra A que satisfaca uma identidade polinomaial
nao trivial € dita uma PI-algebra.

Para a,b € A, seja |a,b] = ab — ba o comutador de Lie de a e b.
Apresentamos abaixo alguns exemplos de Pl-algebras.

Exemplo 1. Se A € uma dlgebra comutativa, entao A € uma Pl-dlgebra,
uma vez que satisfaz a identidade |z, y| = 0.

‘ 3. T-ideais e Variedades de Algebras |

Dada uma algebra A, podemos considerar o ideal
Id(A)={fe F(X)|f=0 em A}

de todas as identidades polinomiais de A. Além disso, se f = f(xq,..., xp)
é qualquer polinomio em Id(A) e g1, ..., gn sao polinomios arbitrarios em
F(X), é claro que f(g1,---, gn) € Id(A). Como qualquer endomorfismo
de F(X) é determinado pela aplicacao x; — ¢;, para ¢ = 1,2,..., com
g; € F(X), segue que Id(A) é um ideal invariante sob todos os endomor-
fismos de F'(X).

Definicao 4. Um ideal I de F(X) ¢ um T-ideal se o(I) C I, para
todo endomorfismo ¢ € End F(X).

Assim, dada uma algebra A, Id(A) é um T-ideal de F'(X). Por outro lado
é facil verificar que todos T-ideais de F'(X) sao desse tipo.

Vimos que qualquer élgebra A determina um T-ideal de F'(X). Por outro
lado, muitas algebras podem corresponder ao mesmo T-ideal (como o ideal
de suas identidades). Introduzimos assim a nocao de variedade de élgebras.

Definicao 5. Dado um conjunto nao vazio S C F(X) a classe de to-
das as dlgebras A tais que f =0, em A, para todo f € S, € chamada
variedade V =V (5) determinada por S.

4. Polinomios Homogéneos e
‘ Multilineares |

Quando o corpo base F' ¢é infinito, o estudo das identidades de uma dada
algebra pode se reduzir ao estudo dos polinomios homogeneos ou multiline-
ares.

Seja . = F(xy,--- ,x;) a algebra livres de posto K > 1 sobre . Uma
tal algebra pode ser naturalmente decomposta como

F=Fer’e... ()

()

com [, o subespaco gerado por todos os monomios de grau total n, para

cadan >1. o
Como Flgw -F]g]) C Fl§2ﬂ>7 para todo 7, 7 > 1, dizemos que F}. ¢ graduada
pelo grau ou que Fj. tem uma estrutura de algebra graduada. Os

F /iz) sao chamados componentes homogéeneos de F;.. A decomposicao
(1) ainda pode ser refinada como segue. Para cada n > 1, escreva

A @

i+ ip=n

(%15ees0k)

com [ 0 subespaco gerado por todos os monomios de grau 71 em
Ti, -+, 1 em T . Além disso, Flgzla---a’bk) , Flgjla'“ajk) C Fézl+]1a---72k+]k>

e dizemos que Fj ¢ multigraduada. E claro que tais decomposicoes se
estendem da maneira ébvia para F(X).

Definicao 6. Dado f € F(X), um monémio de f é um monomio
nao-nulo que ¢ um somando de f.

Definicao 7. Um polinomio [ pertencente a F é”)} para algum n > 1,
serd chamado homogéneo de grau m. Se [ pertence a algum

F]i“"”’m, f serd dito completamente homogéneo de maultiplo
grau (i1,...,1;). Também dizemos que f ¢ homogéneo na variavel

xT; , Se xT; aparece com o0 mesmo grau em todos os monomios de f.

Se ' é um corpo infinito, entao todo T-ideal ¢ homogeéneo em relacao a
multigraduacao acima, isto é, eles tem uma decomposicao correspondente
em polinomios multihomogéneos. Se f € F(X) podemos sempre escrever:

f= 2.

i1>0.,....5,>0

f(z'l,...,z’n)

Y,

no qual f (i1,-8n) ¢ a soma de todos os monomios em f, com 1 aparecendo
com grau i1, - - - , Ty aparecendo com grau iy . Os polinomios f (1,7 1) que
sao nao-nulos sao chamados componentes multihomogéneas de f.
Teorema 1. Seja F' um corpo infinito. Se f = 0 é uma identidade
polinomial para a dlgebra A, entao toda componente multthomogénea
de f € também uma identidade polinomial para A.

Observacao 1. O Teorema 1 ainda € valido se F' for finito tal que
|F| > degf. Por outro lado, se K € um corpo com q elementos, K sa-
tisfaz a identidade 9 — x = 0, mas as componentes homogéneas dessa
identidade nao se anulam em K.

Observacao 2. Uma consequéncia importante do Teorema 1 € que so-
bre um corpo infinito, todo T-ideal € gerado pelos seus polinomios mul-
tithomogéneos. Dentre os polinomios multihomogéneos, um papel 1m-
portante € desempenhado pelos multilineares.

Definicao 8. Um polinomio f € linear na variavel x;, se x; ocorre
com grau 1 em cada monomio de f. Um polinomio que ¢ linear em
cada uma de suas varidveis é dito multilinear.

Na linguagem acima, dizemos que um polinomio f(xzy,..., zn) € F(X) é
multilinear se ele é multihomogéneo de multiplo grau (1,1,...,1).
Observacao 3. Como num polinomio multilinear f(x1, 9, ..., Tn) cada

variavel aparece de fato em cada monomio com grau 1, € claro que tal
polinomio € sempre da forma

flx1,z9,...,0n) = Z QoL o(1) T (2) - - - Lo (n):
oes,
com ag € F, 0 € Sy. Aqui Sy, € o grupo simétrico em {1,...,n}.
Observe que se f(x1,..., Tp) ¢ um polinémio linear numa variavel, digamos

1, entao

f (Z%‘yz, T2, - -,

para todos a;; € F), y; € F(X).

Proposicao 1. Seja A uma F'-dlgebra gerada por um conjunto B so-
bre F'. Se um polinomio multilinear f se anula em B, entao f ¢ uma
identidade polinomaal de A.

iUn) — Zalf(y% Lyttt s fn),

Processo de Multilinearizacao

Teorema 2. Se uma dlgebra A satisfaz uma tdentidade polinomaial de
grau k, entao ela satisfaz uma identidade multilinear de grau menor ou
wqual a k.

Teorema 3. Se carF = 0, todo polinomio nao nulo f € F(X) € equi-
valente a um conjunto finito de polinomios multilineares.

Corolario 1. Se carF' = 0, todo T-ideal ¢ gerado, como um T-ideal,
pelos polinomios multilineares que ele contém.

Definicao 9. Um subespaco L de uma dlgebra A ¢ um ideal de Lie de
A se L, Al C L. Aqui |L,A] denota o grupo aditivo gerado por todos
0s comutadores de Lie |l,a] =la — al, paral € L, a € A.

Sejam f = f(x1,..., zn) € F(X) e A € uma F-dlgebra. Defina
f(A) = spanp{f(ay,...

5. Identidades Estaveis e Elementos
(zenéricos

Seja, C' uma algebra comutativa sobre F' e considere a F-algebra A @ p C.

cap)l|ay, ..., an € A}

Definicao 10. Seja f uma identidade para uma F'-dlgebra A. Dizemos
que f € uma identidade estavel para A se, para qualquer F-dlgebra
comutativa C, | € ainda uma identidade para A Qp C.

Exemplo 2. Se |F'| =k, entao f(x) = F — 2 ¢ uma identidade de F,
vista como dlgebra, mas nao se anula sobre qualquer extensao de corpo
propria de F'.

Lema 1. Se F' ¢ um corpo infinito e A ¢ uma F'-dlgebra, entao toda
identidade polinomial de A € estavel.

Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo infinito F'. Cons-

truimos B = A ®@p F [5;2)]2 > 1,1 < j < mj a algebra produto tensorial
de Ac Fe\]

Definicao 11. Os elementos
m .
f@ = Zuj 0y 5@7
j=1

para i =1,2,---, sio ditos elementos genéricos. A subdlgebra A de
B gerada por §<1>,§<2>, ..., sobre I' é dita a algebra dos elementos
genéricos de A

~

Teorema 4. Se ' ¢ um corpo infinito, a dlgebra A ¢ uma dlgebra
relativamente livre de posto enumerdvel da variedade var(A), isto é€,

A= i;(ﬁé, com X enumeravel.

‘ 6. Polinomios standard e de Capelli |

Definicao 12. Seja f = f(x1,...,%n, Y1,-.., Y¢) um polinomio li-
near em cada varidvel xi,..., ryn. Dizemos que f ¢ alternado nas
variaveis xi1,..., £p se [ se torna nulo quando substituimos x,; por
ri, para todo 1 <1 < j < mn.

Pela linearidade de f em x1,..., xy, verifica-se facilmente que se f é alter-
nado em x1,..., Tp, entao, para 1 <1 < 53 < n,

J@1, o iy Ty Ty e Yy ey U) = — (1, o Ty Ty e Ty e YLy e Y-

Além disso, escrevendo qualquer permutacao de S, como um produto
de transposicoes, segue que se f(x1,..., Tn, Y1,--., Yy¢) € alternado em
T1,..., Ty, entao

f(xgﬂ)a R xa(n)a Y1y yt) — <Sgn0)f(331, ceey Iny Y1y - e ey yt)

Neste caso, f é alternado em todas as variaveis.

Proposicao 2. Sejam f(x1,..., Tn, Y1, .., Y¢) um polinomio alternado
em xr1i,..., Tn € A uma F-dlgebra. Se ay,..., ap € A sao linearmente
dependentes sobre F, entdao f(ay,..., an, by,...,bt) = 0, para todos
bi,..., by € A.

Definicao 13. O polinomzio

Capm(xla ey Ty Yt - ;ym+1) — Z (Sgn0'>y1$0(1)y2$0<2> o YmLo(m)Ym+1

O'ESm

¢ chamado o m-ésimo polinomio de Capelli.
O polinomio de Capelli C'apy, é multilinear e alternado em xv, ..., xm.

Definicao 14. Uma dlgebra A satisfaz a tdentidade de Capelli de posto
m (ou o m-ésimo polinomio de Capelli) se A satisfaz todos os po-
linomios obtidos de

Oap’fﬂ(xla v Imy Y1y -- - ym+1)

fazendo as varidaveis y; iguais a 1 de todos as possiveis maneiras.

Proposicao 3. Se f € F(X) € um polinomio alternado em x1, ..., Tm,
entao
f — E Oéwl,...,wmﬂcapm(xla ceey Iy, Wy - wm—l—l)
Wiy« Wm+1
é uma combinacao linear dos polinomios de Capelli, com wq, ..., Wy

e convenientes monomios em F(X).

Definicao 15. O polinomzio

Stin(x1, ..., Tm) = Z (sgna)xam, e T (m)
oeS,

¢ chamado o polinomio standard de grau m.

Convencionamos que o simbolo "~ corresponde a omissao do item assinalado
com ele. Logo f(x1,...,%j,...,2m) ¢ um polinomio em que a variavel x;
nao aparece.

Proposicao 4.(i) Se f(xy1,...,zm) € um polinomio multilinear alter-
nado de grau m, entao f = aSty(x1,..., Tm), para algum o € F

(7’7’) Stm_|_1(l'1, s a$m+1) — Z?El_l(_l)ZJrlsztm(xly SRR ‘f’éa I mﬂl—Fl)'

Logo se Sty, = 0 € uma identidade para uma dlgebra A, St,,.1 =0
¢ também uma identidade para A.

Teorema 5. Seja A uma F'-dlgebra.

(i) Se dimyA = oo, entao A salisfaz a identidade de Capelli de posto
(n+1). Em particular St,11 =0 em A.

(i) Se A € algébrica de grau limitado n sobre F', entao A satisfaz

2 _
Capn—l—l(y7 LY, T Y,... 7*Tny7 Rly Ry =+ vy Zn+2> = 0.

Portanto St,,1(y, xy, 2y, ..., z"y) =0 em A.

‘ 7. Consideracoes Finais |

A partir deste estudo inicial, na sequeéncia do desenvolvimento do projeto
aplicaremos as representacoes de grupos simétricos para determinar T-ideais
de algumas algebras importantes como a algebra de Grassmann e a algebra
UT(2) das matrizes triangulares superiores.
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