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A resolucao de equacoes algébricas de primeiro e segundo graus em
uma variavel é tratada desde o ensino fundamental. Também existem
resolucoes para equacoes de terceiro e quarto graus. A busca por estas
ultimas constituiu num dos mais belos capitulos da historia da ma-
tematica no século XVI, envolvendo nomes como Cardano, Tartaglia,

Del Ferro, Vieté, Ferrari, entre outros.
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e A equacao azx? + bz +c=0 possul como solucao x =

e Para resolver equacoes de terceiro grau usamos o método Cardano -

Tartaglia.
e Para resolver equacoes de quarto grau utilizamos o método de Ferrari.

e Para equacoes de grau maior ou igual a cinco nao existe uma re-

solucao envolvendo radicais, este resultado foi obtido por Abel em

1824.

Geralmente a prova do Teorema de Abel nos cursos de graduacao é feita
através da Teoria Classica de Galois via extensoes de corpos e grupos
de Galois. Neste projeto sera mostrado que o Teorema de Abel é, na
verdade, de natureza topologica. O ambiente de trabalho sao as Su-
perficies de Riemann e o papel desempenhado pelos grupos de Galois

serao assumidos pelos grupos de monodromias.

Comutador: Seja GG um grupo. O subgrupo gerado pelos comuta-
dores (zyz 'y~ | z,y € G) é chamado subgrupo comutador de G
ele seré denotado por G,

Obs: G' mede “quanto” G falha em ser comutativo, ou seja, quanto
menor o numero de elementos de G’ mais abeliano é G. Agora, se
G’ = {e}, entao G ¢ abeliano.

Série Subnormal: Seja G um grupo. Uma série subnormal de G

¢ uma cadeia de subgrupos
GZGQDG1DG2D~°DGTL= {6}

onde GG;11 € um subgrupo normal de G;, parat =0,1,...,n — 1.

Os grupos quocientes da série subnormal acima sao 0s grupos
G;/Giy1, parai=0,1,...,n—1.

Proposicao: Seja G um grupo. As seguintes condigcoes sao equiva-
lentes:

(2) O grupo G possui uma série subnormal cujos grupos quocientes sao
abelianos.

(ii) Existe um inteiro n tal que G = {e}.

No caso de G ser finito, elas sao também equivalentes a:

(221) O grupo G possui uma série de composi¢ao cujos grupos quocientes
sao abelianos (e portanto, sao ciclicos de ordem prima).

Grupo Soluvel: Dizemos que G ¢ um grupo soluvel se satisfaz as
condicoes equivalentes da proposicao anterior.

Observe que todo grupo abeliano € soluvel, ja o grupo S5 € um exemplo

de grupo nao soluvel.

Exemplo 1: Seja a fungao complexa ¢(z) = /2.
Se z # 0, entao z = re'? com r > 0 e 0 = 6y + 2k, com k € Z.

0, se 2 =10

Se z € C, temos = (8
vz { \/Fez( 20+k7r>

,se z #£ 0, com k €7

Como ¢(z) = y/z admite dois valores para o mesmo ponto no dominio
temos que ela é uma funcao multivalor.

Considere as duas seguintes funcoes complexas univalor:

0, sez=0

1)f<Z)\/_{eZ(921) se z # 0

com—mw <60 <7

0, sez=0
i) g(z) =z = ,&(%2) ,com — 31 < Oy < —7
e ,se z#0

Vamos estudar o dominio e imagem de f(z):

Dominio f(2)

Estudando o dominio e a imagem de g(z) temos:

Dominio g(z) [magem g(z)

C?

Podemos colar as duas funcoes preservando a continuidade na Superticie

de Riemann.

A Superficie de Riemann da funcdo +/z é dada por:

A superficie acima é composta por duas folhas (verde e vermelha) defini-
das pelos argumentos 67 e 0o das fungoes f(z) e g(2), respectivamente.
Como estas superficies sao muito complicadas utilizamos um diagrama,
Esquema de Riemann, para uma representacao alternativa.
Construcao de Esquemas de Riemann de Funcoes Radi-
cais:

1. Encontrar os pontos de ramificacao; geralmente igualamos o radi-
cando a zero.

2. Representar as folhas por meio de segmentos de retas; a quantidade
de folhas sao determinadas pelo indice do radical.

3. Indicar a passagem das folhas através de uma seta.

Para a fungao /z temos o seguinte esquema, com zy = 0 o0 inico ponto

de ramificacao:
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Exemplo 2: Seja a funcao complexa ¢(z) = V22,

Para a funcao ¢(z) defina as seguintes folhas:

folha 1: —3m <0 < —m
folha 2: —m <0 <7
folha 3: m < 0 < 3w
folha 4: 3m < 0 < bm

Repare que esta € uma tuncao composta, assim devemos primeiramente
aplicar a(z) = 22 e depois B(z) = V.
Vamos fazer um loop em torno do ponto de ramificacao zp = 0 partindo

2Tt (Og outros casos Sao

do ponto z = 1 na folha 1, ou seja, 1 = e~
similares.
Assim, temos:
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Note que partindo da folha 1 a fim de dar uma volta completa em
torno do ponto de ramificacao no plano z chegamos a folha 3.
Analogamente tem - se folha 2 para a folha 4; folha 3 para a folha 1
e folha 4 para a folha 2.
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Desta forma para a funcao v 22 temos o seguinte esquema, com zp = 0

\

0 unico ponto de ramificacao:
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Grupo de Monodromia: O grupo de monodromia de uma tuncao
algébrica complexa f(z) é o grupo de permutagoes de seu esquema de
Riemann.

Desta maneira temos o grupo G| = ((12)) = Sy = Zo associado a
funcdo +/z e o grupo Go = ((13)(24)) = Sy = Zo X Z9 associado a
funcao V22,

Para finalizar vamos trazer o objetivo central deste trabalho, provar os
seguinte teoremas:

Teorema: Se uma fungao complexa de multivalores h(z) é repre-
sentavel por radicais entao seu grupo de monodromias ¢ soluvel.

Teorema de Abel: Paran > 5 a equacao geral de grau n

1

apw”" + aqw" "+ -+ ap_qw+ap =0

nao possut solucao expressa por radicais.

Ideia da Demonstracao:

Tome a funcdo f(w) = 3w’ — 25w’ + 60w — z que possui o Sj
(que nao é soluvel) como grupo de monodromia. Pelo teorema ante-
rior sabemos que nao podemos representa - la por radicais, portanto
nao temos um meétodo geral para resolver equacoes de grau maior ou

igual a b por radicais.
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